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2. INTRODUCAQO

A técnica de filtragem adaptativa ¢ uma ferramenta amplamente utilizada na area
de processamento de sinais. Inumeras sdo suas aplicacdes, entre elas: identificacdo de
sistemas, equalizagdo, controle ativo de ruido e cancelamento de eco. Seu uso ¢
especialmente indicado quando o conhecimento a priori sobre o sistema € pouco ou as
condigdes de operagao sao variantes no tempo. O projeto desses sistemas ¢ baseado nos
resultados de simulagdes ou na andlise de modelos tedricos quando disponiveis. De
forma geral, modelos matematicos sdo preferidos, visto que as interrelagdes entre os
diversos parametros podem ser analisadas de forma explicita. Entretanto, em aplicagdes
com elevado numero de coeficientes, podem possuir uma elevada complexidade
computacional, inviabilizando uma anélise exaustiva das diferentes possibilidades pelo
projetista. Por outro lado, simula¢des demandam tempo e ndo permitem uma Vvisao
global do comportamento do filtro em questdo. Neste trabalho, ¢ utilizada uma
metodologia para simplificar computacionalmente modelos teoricos de filtros da familia
Least Mean Square, diminuindo a redundéancia de informagdo e consequentemente
possibilitando tempos menores de processamento, como também diminuindo a

exigéncia de plataformas de alta velocidade.

3. OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo reduzir a complexidade computacional de

modelos teodricos ja existentes de algoritmos da familia Least Mean Square, em especial



dos algoritmos Normalized Least Mean Square (NLMS) e Least Mean Fourth (LMF).
Para isso foi utilizado um conjunto de simplificagdes matematicas, de modo a reduzir o
nimero de célculos redundantes e consequentemente reduzir a complexidade

computacional, criando modelos mais dindmicos e eficientes.

4. JUSTIFICATIVA

A avaliacdo de desempenho de sistemas adaptativos através de simulagdes

demanda tempo elevado e ndo permite uma visao global do seu comportamento.

Modelos tedricos possibilitam melhor entendimento das interrelagdes entre os
diversos parametros do sistema adaptativo, porém, muitas vezes se caracterizam por
elevado custo computacional. A existéncia de modelos computacionalmente eficientes
permitiria uma maior popularizagdo dos mesmos e consequentemente maior facilidade

de projeto.

5. FUNDAMENTOS TEORICOS

Nessa secdo ¢ apresentada uma revisdo sobre os principais elementos

necessarios a compreensao desse trabalho.
A seguinte conven¢do sera utilizada ao longo do trabalho: escalares serdao
representados por varidveis em italico, vetores por minusculas em negrito e matrizes por

maitsculas em negrito.

5.1 Autovalores e Autovetores

Seja A uma matriz quadrada de dimensao (NxN). Diz-se que um escalar 4 ¢ um

autovalor de A se existe um vetor (coluna) ndo nulo q para o qual

Rq=1q 1)



Todo vetor que satisfaz esta relacdo ¢ entdo chamado de um autovetor de A

relacionado ao autovalor A.

e Exemplo:
Seiam A 1 2 2 1
am = , = = ,
€ 3 9 q; 3 ¢q, 1

entao

Assim, q; e (2 sdao autovetores de A, relacionados, respectivamente, aos

autovalores 4, =4¢e A, =-1de A..

A seguir serdo apresentadas algumas propriedades de autovalores e autovetores

[1]:
e 1° Propriedade:

Se A1, Ao, ..., Ay denotam os autovalores da matriz de correlagdo R, entdo os

autovalores da matriz R* sdo iguais a A, A*, ..., Af para qualquer valor inteiro & > 0.
Pré-multiplicando repetidamente ambos os lados de (1) pela matriz R resulta
R‘q=1'q (2)

Isto mostra que: (a) se A é um autovalor de R entdo A* é um autovalor de Rfe (b)

cada autovetor de R é um autovetor de R,



e 2° Propriedade:

Sendo qi, q2, ..., qi autovetores correspondentes a distintos autovalores A, A,

..., Ay de uma matriz de correlacdo R de dimensdo (MxM), respectivamente. Entdo os

autovetores (i, (2, ..., qu sao linearmente independentes.
Diz-se que os autovetores qi, 2, ..., qu sdo linearmente dependentes se existem
escalares v, v, ..., v, ndo nulos, de forma que
M
2v4, =0 3)
i=1

Se tais escalares ndo existirem, se diz que os autovetores sdo linearmente

independentes.

e 3° Propriedade:

Sejam 4,,4,,.....4,, 0s autovalores de uma matriz de correlacdo R de dimensao

(MxM), entdo todos os autovalores sdo reais e ndo negativos.

e 4° Propriedade:

Sejam qi, qq, ..., qu 0s autovetores correspondentes a distintos autovalores A,

A2, ..., Ay de uma matriz de correlagdo R, de dimensdo (MxM), respectivamente, entdo
os autovetores q, (2, ..., qu Sa0 ortogonais entre si.

q/q,=0  parai=zj 4)

onde o indice H significa hermitiana transposta



e 5°Propriedade:

Sejam q, qq, ..., qu 0s autovetores correspondentes a distintos autovalores A,
A2, ..., Ay de uma matriz de correlagdo R de dimensdo (MxM), respectivamente,
definindo-se uma matriz Q, de dimensao (MxM), cujas colunas sejam compostas pelos

autovetores (;, de forma que

Q:[ql q, - qM] &)
entao
Q'RQ=A (6)
onde A =diag(A,A,,....4,)
e 6° Propriedade:
Sejam Ay, Ay, ..., Ay 0s autovalores de uma matriz de correlagdo R, de dimensao

(MxM), entdo a soma desses autovalores ¢ igual
Y A4 =tr{A}=tr{Q"RQ} =tr{R} (7

A equacao (7) pode ser obtida através de
QQ" =Q'Q=I 8)

5.2 Ruido Gaussiano

O termo ruido Gaussiano ¢ utilizado para caracterizar sinais aleatorios que

possuam uma distribuicdo densidade de probabilidade da seguinte forma [2]:

fx(x)zaﬂe ~ 9



onde o é a variancia do sinal aleatério x e 4 a sua média.

Sinais com caracteristicas Gaussianas sao amplamente encontrados na Natureza
e constituem uma importante aproximacgao para explicar o comportamento de uma série

de sinais de interesse, como por exemplo sinais de voz.

Em algumas situagdes particulares ¢ possivel assumir-se que além de Gaussiano
o sinal ¢ branco. O ruido branco ¢ todo o sinal que puder ser considerado como
possuindo componentes em todas as freqiiéncias do espectro, média zero e auséncia de

correlacdo estatistica entre duas amostras separadas no tempo.

5.3 Filtros Seletivos em Fregqiiéncia

O principal objetivo da filtragem de sinais ¢ melhorar a qualidade do sinal de
acordo com um determinado critério de desempenho, através disto sdo realizadas a

seguir algumas consideragdes sobre filtros.

Um filtro ¢ um sistema que transforma o sinal de entrada, de uma determinada
maneira, em um sinal de saida (Figura 1). Os sinais geralmente sdo considerados com
relagdo as suas caracteristicas tanto no dominio tempo como no dominio de freqiiéncia,
da mesma forma, os requisitos de saida do filtro podem ser gerados em termos de tempo

ou freqiliéncia.

entrada , saida
—» Filtro p———»

Figura 1. Representacdo simbolica de um filtro.

Os filtros seletivos em freqiiéncia sdo filtros fixos, ou seja, seus coeficientes nao

variam durante seu funcionamento.

As caracteristicas mais comuns dos filtros seletivos de freqiiéncia sdo [3]:



a) Os filtros sdo lineares e invariantes no tempo.

b) O processo de projeto utiliza informagdes sobre a banda de freqiiéncia em que
o filtro atuara.

¢) Como os filtros sdo seletivos de freqiliéncia, eles funcionam melhor quando os
varios componentes de freqiiéncia do sinal de entrada ocupam bandas nao
sobrepostas.

d) Os coeficientes do filtro sdo escolhidos durante a fase de projeto e sdo

mantidos constantes durante a operagdo normal do filtro.

Os tipos mais comuns de filtros seletivos de freqliéncia sao os filtros passa-altas,

filtros passa-baixas e os filtros passa-faixa.

Filtros Passa-Baixas: Os filtros passa-baixas, Figura 2 , permitem a passagem apenas
de freqiiéncias abaixo da freqii€éncia de corte (f.). Eles atuam eliminando ou atenuando

os componentes de alta freqiiéncia do sinal de entrada.

dB

Figura 2. Grafico de um filtro passa baixas.

Filtros Passa-Altas: Os filtros passa-altas, Figura 3, permitem a passagem apenas de
freqiiéncias acima da freqiiéncia de corte (f;). O funcionamento dos filtros passa-altas é
similar aos passa-baixas s6 que eles eliminam ou atenuam os componentes de baixa

freqiiéncia do sinal de entrada.

dB

—

Figura 3. Grafico de um filtro passa-altas.



Filtros Passa-Faixa: Os filtros passa-faixa, Figura 4, permitem apenas a passagem de
sinais dentro de uma determinada faixa de freqiiéncias. Eles eliminam ou atenuam os

componentes de freqiiéncia fora desta faixa.

dB

— -
fo f

Figura 4. Grafico de um filtro passa-faixa.

Os filtros seletivos em freqiiéncia podem ser classificados de duas maneiras com

relacdo a forma de implementagdo: forma analdgica e forma digital.

5.3.1 Filtros Analogicos

Os filtros continuos (analdgicos) sdo blocos lineares basicos utilizados em
diversos sistemas eletronicos. Sdo blocos imprescindiveis para circuitos de transmissao
e recepcdo de sinal, nomeadamente para a realizacdo de filtros anti-aliasing ou de
reconstrucdo. Sdo igualmente tUteis na rejeicdo de ruido, ou na implementacdo de

moduladores/desmoduladores.

A andlise do comportamento dos filtros analdgicos pode ser caracterizada pela
sua resposta em freqiiéncia. Neste ambito ¢ geralmente utilizada a sua funcdo de
transferéncia no dominio da transformada de Laplace. A representacdo do diagrama de
amplitude e do diagrama de fase permite uma analise completa do comportamento do

filtro.

5.3.2 Filtros Digitais

Os filtros digitais possuem diversas vantagens dentre elas podemos citar:

a) O filtro digital ¢ programavel.(trocando parametros, trocamos o filtro);



b) Filtros digitais tem seu projeto e teste muito simplificados em um
computador;

c) Estaveis a grandes variacao de temperatura e ruidos;

d) Varias topologias de filtro podem ser organizados em um unico modulo
DSP.

Filtros de Resposta Finita ao Impulso (FIR): Como seu nome expressa, a resposta
desses filtros a aplicagdo de um impulso unitario acarreta em um sinal de saida que se
extingue em um tempo finito (Figura 5). A vantagem de sua utilizagdo reside nas

seguintes caracteristicas:

a) Nao sdo recursivos por isso sdo mais estaveis;

b) Podem ser implementados através da FFT;

¢) Podem ter fase linear (podem ser utilizados em aplica¢des onde nao ¢
tolerada a distor¢ao de fase);

d) Sao analiticamente mais simples.

Figura S. Estrutura de um filtro FIR.

Filtros de Resposta Finita ao Impulso (FIR): Sua resposta ao impulso unitario persiste
indefinidamente, mesmo que possua tendéncia decrescente (Figura 6). Suas principais

caracteristicas sdo:

a) Em geral a ordem do filtro IIR ¢ mais baixa que a do FIR equivalente;

b) Sao mais eficientes computacionalmente;



o Yiz)

Figura 6. Estrutura para a implementag@o de um filtro IIR

5.4 Filtros Adaptativos

Existem diversas aplicagdes praticas que ndo podem ser resolvidas com sucesso
utilizando filtros digitais fixos, ou porque ndo possuimos informagao suficiente para
projetar o filtro com coeficientes fixos ou porque os critérios do projeto mudam durante
a operagdo. Uma boa parte destas aplicagdes podem ser resolvidas por um tipo especial
de filtro chamado de filtro adaptativo. A caracteristica dos filtros adaptativos que os
distingue dos demais ¢ que eles podem modificar sua resposta automaticamente para

melhorar seu desempenho durante a operagao.

5.4.1 Elementos de um Filtro Adaptativo

Os filtros adaptativos sdo formados por trés modulos descritos a seguir (Figura
7):

a) Estrutura do Filtro: Esse médulo produz a saida do filtro a partir de medigdes
do sinal de entrada. A estrutura ¢ fixa e seus parametros sdo ajustados pelo
algoritmo adaptativo.

b) Critério de desempenho: A saida do filtro adaptativo e a resposta desejada
sdo processadas segundo um critério de desempenho, de modo a avaliar a

qualidade do resultado em relag@o aos requisitos da aplicagdo.

10



¢) Algoritmo adaptativo: O algoritmo adaptativo utiliza o valor do critério de
desempenho, ou alguma funcdo dele, e medi¢cdes da entrada e da resposta
desejada, para decidir como modificar os parametros do filtro para melhorar

seu desempenho.

Resposta
desejada
Si ”
inal de entrada Estru‘tura
do Filtro
?Parém etros
Algoritm o Sinal de erro

adaptativo

i

Critério
de
desempenho

Figura 7. Elementos de um filtro adaptativo. Extraido de [4].

5.4.2 Aplicacoes

Existem varias aplicagdes onde os filtros adaptativos podem ser empregados.
Essas aplicacdes podem ser classificadas em quatro classes principais: identificagdo de

sistemas, inversao de sistemas, predicao de sinal, e cancelamento de interferéncias [3,5].

Identificagdo de Sistemas: Essa classe de aplicagdo, também conhecida como
modelagem de sistemas, ¢ ilustrada na Figura 8. Algumas aplicagdes tipicas dessa classe
incluem o cancelamento de eco e a identificacdo de sistemas em aplicagdes de controle.
No sistema da Figura 8, um sinal s ¢ a0 mesmo tempo entrada do filtro adaptativo e de
um sistema desconhecido. Para reduzir o erro &, o filtro adaptativo tenta emular o

comportamento do sistema desconhecido.

S Sistema
desconhecido

X Filtro

Adaptativo

Figura 8. Identificacdo de sistemas. Extraido de [4].
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Inversdo de Sistemas: Essa classe de aplicagdao ¢ conhecida também como modelagem
inversa de sistemas. O objetivo do filtro adaptativo ¢ estimar e aplicar a inversa do
sistema. Algumas aplicagdes tipicas incluem a equalizagdo adaptativa, deconvolugao
sismica ¢ o controle inverso adaptativo. No sistema da Figura 9 o objetivo do filtro
adaptativo ¢ tentar recuperar uma versao atrasada do sinal s, que foi alterado por um

sistema desconhecido e por ruido aditivo.

Atraso

Filtro
Adaptativo

Sistema
desconhecido

ruido

Figura 9. Inversao de sistemas. Extraido de [4].

Predicdo de Sinais: Na aplicacdo de predi¢ao da Figura 10, o sinal desejado d ¢ proprio
sinal de entrada s. O sinal x ¢ o sinal s com atraso, o objetivo do filtro adaptativo ¢é

prever o sinal de entrada atual de modo que y cancele d.

/

X Filtro
Adaptativo

Afraso

Figura 10. Predicao de sinais. Extraido de [4].

Cancelamento de Interferéncias: A aplicagdo de cancelamento de interferéncias ¢
ilustrada pelo esquema da Figura 11. Nesse esquema um sinal s corrompido por um
ruido aditivo » e uma versao correlacionada n’ de n estdo disponiveis. O objetivo do
filtro adaptativo ¢ produzir uma saida y o mais parecido possivel de n. Dessa maneira, a

saida ¢ serd bastante parecida com s.

12



s+n

/

X Filtro
Adaptativo

Figura 11. Cancelamento de interferéncias. Extraido de [4].

5.4.3 Combinador Linear Adaptativo

O combinador linear adaptativo (CLA), ou filtro adaptativo ndo recursivo, ¢
utilizado na maioria dos filtros adaptativos e ¢ o elemento individual mais importante

em sistemas de aprendizado e processos adaptativos em geral [5].

O combinador ¢ chamado de linear porque para um conjunto fixo de pesos a sua
saida sera a combinacdo linear dos elementos de entrada. Entretanto quando os pesos
estdo em processo de adaptacao eles também sdo fungdo dos componentes de entrada, e

a saida do combinador deixa de ser uma funcao linear da entrada.

A Figura 12 mostra a forma geral de um combinador linear adaptativo.

X0 @&

C1

X1

y
‘ sinal de saida

CN

XN &

Figura 12. Forma geral de um combinador linear adaptativo.

O CLA possui um vetor de sinal de entrada com os elementos xy,x,...,xXy.;, Um

conjunto correspondente de pesos ¢y, cj,...,cy.;, uma unidade de soma e um sinal de saida

y.



Os elementos do sinal de entrada podem ser interpretados de duas maneiras:
entradas simultaneas de N+1 diferentes entradas (Figura 12) ou entrada seqiiencial de
N+1 amostras de um mesmo sinal (Figural3). A representacdao do vetor de entrada para

os dois casos ¢ a seguinte:

a) Entradas multiplas:

x(n)z[xo(n) xl(n) fol(n)]T; (10)

b) Entrada unica:

x(n)=[x(n) x(N-1) - x(n-N+1)I' an

onde »n ¢ um indice de tempo discreto.

Figura 13. CLA com uma unica entrada.

A partir de (10) e (11), obtém-se a relacdo de entrada-saida para as Figuras 12 e
13:

a) Entradas multiplas:

N-1

y(n):Zci(n)xl.(n) (12)

i=

b) Entrada tnica:

14



y(n): A ci(n)x(n—i) 13)

y(n):xT (n)c(n):cT (n)x(n) (14)

A Figura 14 mostra um combinador linear com o sinal de resposta desejado e o
sinal de erro. O sinal de erro, e(n) ¢ obtido subtraindo o sinal de saida y(n) do sinal

desejado d(n).

X0k @

Figura 14. Combinador linear adaptativo com sinal de resposta desejado e sinal de erro.

5.4.4 Filtragsem Otima

No processo de adaptagdo o vetor de pesos do combinador linear ¢ ajustado para
produzir uma saida, y(n), o mais proximo possivel do sinal desejado. Isto ¢é feito
comparando a saida com a resposta desejada para se obter um sinal de erro e entao

ajustando o vetor de pesos para minimizar esse sinal.

O sinal de erro ¢ dado por:

e(n):d(n)—y(n) (15)

15



Supondo-se que o valor dos coeficientes seja constante ao longo do tempo e

substituindo (14) em (15) tem-se:
e(n):d(n)—ch(n) (16)

De uma forma geral, a minimizagdo do erro médio quadratico ¢ a figura de

mérito mais utilizada para verificar o desempenho da estimagao.

Para se obter o erro quadrético instantaneo eleva-se (16) ao quadrado.
& (n) =d* (n)+¢"x(n)x" (n)e—2d (n)x" (n)e 17)

Para se obter o erro médio quadratico avalia-se o valor esperado de (17):
E{e*(n)} = E{d> (n)}+¢ E{x(n)x (n)}e=2E{d(n)x" ()} (18)

Pode-se representar a expressdo (18) definindo uma matriz R de autocorrelagdo

do vetor de amostras do sinal de entrada como:

x’ (n) x(n)x(n—l) x(n)x(n—N+1)
R:E{x(n)xr(n)}zE x(n—%)x(n) Xz(l’.l—l) x(n—l)x(.n—NH)
x(n=N+1)x(n) x(n=N+1)x(n-1) -- x*(n—N+1)
19)

Os termos da diagonal principal de R sdo o quadrado dos componentes da
entrada e os termos fora da diagonal principal indicam a correlagdo entre os elementos
da entrada. A matriz de correlagdo traz informagdes sobre a dependéncia entre os

diversos termos do vetor x(#).

Pode-se também definir um vetor p de correlagdo cruzada como:
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p=E{d(n)x(n)}=E{[d(n)x(n) d(n)x(n-1) = d(n)x(n-N+1)]|  (0)

Este vetor quantifica a dependéncia entre o sinal desejado e cada elemento do

vetor de sinais de entrada.

Pode-se expressar (18) em termos de (19) e (20):
£=E{e (n)} =E{d’ (n)}+c"Re-2p"c Q1)

A partir da expressao (21) verifica-se que o erro médio quadratico (EMQ) ¢ uma
funcdo concava dos componentes do vetor de pesos ¢, 0 que garante a existéncia de um

minimo global.

Para o caso de apenas dois coeficientes € possivel tragar a superficie do erro
médio quadratico. Na Figura 15 O eixo vertical representa o erro médio quadratico e os

eixos horizontais os valores dos dois pesos.

10.0
RO -

6.0 -

MSE

0.0 -4

Figura 15. Superficie de erro. Extraido de [5].

Verifica-se portanto que a superficie de desempenho dada pela equagdo (21)

possui um formato paraboloide e portanto apresenta um tnico minimo. Sendo o EMQ o
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critério de desempenho desejado, o objetivo entdo ¢ determinar o vetor de coeficientes

otimos ¢°.

Uma maneira de se determinar o minimo da superficie de erro quadratico ¢

através do método do gradiente [5].

O gradiente da superficie de erro médio quadratico, V(é ), pode ser encontrado

diferenciando-se (21) em relagdo a cada peso:

VE)=aTa a0 T e, | TRe 22

Para se obter o erro médio quadratico minimo, o vetor de pesos ¢ devera ter seu

valor 6timo, ¢°, isso acontece quando o gradiente for igual a zero:
V(£)=0=2Re¢’ -2p (23)

Note-se que como a superficie de desempenho ¢ paraboloide com a concavidade
voltada para cima (Figura 15) ndo ha necessidade de avaliar-se a derivada segunda (que
indica se o ponto de gradiente nulo ¢ maximo ou minimo), pois necessariamente o ponto

encontrado por (23) serd de minimo.

De (23) obtém-se o vetor de pesos 6timo ¢’
¢’=R’'p (24)

Portanto, o filtro adaptativo deve utilizar um algoritmo que, através de
sucessivas iteragdes modifique seus coeficientes de modo que estes se aproximem o
maximo possivel do resultado apresentado na equacdo (24). Como resultado, o erro
médio quadratico sera minimo, acarretando que y(n) sera uma estimativa bastante

aproximada de d(n).
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Uma maneira bastante intuitiva de se construir este algoritmo ¢ inicializar os
coeficientes com um valor qualquer e a cada iteracdo dar pequenos passos em dire¢ao
contraria ao gradiente da superficie de desempenho. Deste modo a cada iteracdo se terd

uma melhor aproximagédo de ¢’. O algoritmo desta forma é mostrado em (25).
c(n+1)=c(n)+§(—V(§)) (25)

5.4.5 Algoritmo LMS

O algoritmo LMS ¢ importante pela sua simplicidade e facilidade de
computacdo. Se o sistema adaptativo ¢ um combinador linear adaptativo, e o vetor de
entrada x(n) e a resposta desejada d(n) estdo disponiveis a cada iteracdo, o algoritmo
LMS ¢ geralmente a melhor escolha para muitas aplicagdes de processamento

adaptativo de sinais [5].

Muitos algoritmos adaptativos estimam o gradiente de & :E{e2 (n)} tomando

diferencas entre pequenos termos de e’(n). Ja o algoritmo LMS utiliza o proprio e*(n)

como uma estimativa do MSE.

Entdo a cada iteracdo do processo adaptativo, temos uma estimativa do gradiente

da forma:
_aE{ez(n)}_ [ 6e’ (n) _66(11)_
oc, oc, oc,
V(&)= : = : =2e(n)=| i |=-2e(n)x(n) (26)
GE{eZ(n)} o€’ (n) de(n)
ey, | L acyy | | x|

Substituindo (26) em (25) pode se definir o algoritmo como:

c(n+1):c(n)+,ue(n)x(n) 27

onde u ¢ a constante de ganho que regula a velocidade e a estabilidade da adaptacao.
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O algoritmo LMS pode ser implementado sem operagdes de média, divisao, raiz,

ou diferenciagdo e ¢ elegante em sua simplicidade e eficiéncia [5].

5.4.6 Algoritmo NLMS

O algoritmo NLMS ou LMS normalizado ¢ uma variagdo do LMS. Ele aplica
em sua férmula uma normalizagdo do sinal de entrada. Essa normalizacdo provoca a
utilizagdo de passos de convergéncia varidveis, de acordo com a poténcia do sinal de
entrada x(n). O passo de convergéncia u serd inversamente proporcional a poténcia do

sinal de entrada x(n). A féormula do NLMS ¢ apresentada em (28).

c(n+1)=c(n)+XT(n)X(n)+5e(n)x(n) (28)

onde 0 ¢ uma constante pequena e positiva que evita divisdes por zero quando o produto

x’(n)x(n) é nulo.

5.4.7 Algoritmo LMF

O algoritmo Least Mean Fourth (LMF), da mesma forma que o LMS e NLMS,
pertence a familia dos algoritmos do gradiente estocéstico. Entretanto, seu objetivo € a

minimizag¢do do erro médio elevado a quarta ordem.

c(n+1):c(n)+,u-e3(n)-x(n) (29)

Ele possui a vantagem de possuir um desajuste menor que o LMS em

determinadas condigdes.

5.4.8 Desempenho do Filtro Adaptativo

Algumas caracteristicas do processo de adaptagdo sdo de grande utilidade para a

analise e o entendimento do comportamento dos filtros adaptativos. A mais importante
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delas ¢ a curva de aprendizado que caracteriza o desempenho de um filtro adaptativo e ¢

amplamente utilizada em estudos tedricos e experimentais [3].

A curva de aprendizado relaciona o erro médio quadratico (EMQ) em fun¢ao do
tempo. Quando o filtro adaptativo inicia sua operagdo, os seus coeficientes podem
possuir valores bem diferentes de ¢” (vetor de coeficientes 6timo), causando um EMQ
grande. Durante a execugdo do algoritmo, os coeficientes vdo se aproximando de c°,
causando por conseqiiéncia, uma diminui¢do do EMQ, esta fase ¢ chamada de
adaptacdo. Apos esta fase o filtro entra no modo de regime permanente. A Figura 16

mostra os modos de operacao de um filtro adaptativo.

i | \ j j j | j | j \

FETIR A A P [N A T [

| | ; | A | | A | | !

S . Lo o L L o L

Adaptagdo |1 i 0 | H i | i H
. : . | | | | | | | :

L e e (et of il il Rl - L 1= r=---1----
oasdolh R L R [ R B B L R T
o | 1 | | | | i | | .

L e e ] o FoemeroooA - P i e T e
2 | | . | | | | | | | .
w5 Y N T P [ Lo o LMoo

| | h ; ! | ; ! | | !
E] I I h I I I I | | | h
L I Nl o e e e [ [
2 | | . | | | | | | | .
F- I I i i et R [ e R [ [
[ERETIE R FR— A P i e A
i ! ! ' ! ! ! Rastreamento ! ! '

154 ---- L -
| |
- -
il 10 20
. =
Transient Regime Permanente

Figura 16. Modos de operacao de um filtro adaptativo.
A duragdo do modo de transi¢ao caracteriza a velocidade de adaptagdo do filtro
adaptativo e o regime permanente caracteriza a qualidade da adaptagdo. Quanto menor

for o erro em regime permanente melhor tera sido o cancelamento do ruido.

6. METODOLOGIA

O procedimento de simplificagdo utilizado neste trabalho baseia-se na
decomposicdo da matriz de autocorrelagdo do sinal de excitacdo em termos de suas
matrizes de autovalores e autovetores. Com isso ¢ possivel substituir as equagdes
matriciais recursivas por equagdes vetoriais, diminuindo assim a complexidade das
operagdes necessarias para avaliar o comportamento do algoritmo. Inicialmente sera

apresentada a metodologia para o NLMS e posteriormente para o LMF.
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6.1 Simplificacao do Modelo Teorico para o Algoritmo NLMS

O modelo tedrico mais representativo do comportamento do algoritmo NLMS

disponivel na literatura é o desenvolvido por Bermudez e Costa (2002) [6]. As equagdes

que regem seu comportamento sdo apresentadas a seguir:

e Equagdo do erro médio quadratico
E{€2 (n)} =&(n)=02+ tr{RxxK(n)}
e Equacdo do comportamento médio dos coeficientes

Epvo) | 1= Xw, ey

X

e Equagdo dos momentos de segunda ordem

K(n+1):K(n)—%L_2[K(n)R“ PR K (n)]

w5 N
ol (N-2)(N-4

onde:

K(n) : ¢ a matriz de correlagdo do vetor erro dos coeficientes;

Mo : € 0 passo de convergéncia;

o’ : é avariancia do ruido de medigdo;

Ry : ¢ a matriz de autocorrelacao do sinal de entrada;

v(n) = w(n) - w’ : € o vetor erro dos coeficientes;

N : representa o nimero de coeficientes da planta e do filtro adaptativo;

w’ : € o vetor de coeficientes da planta;

w(n)=[ wo(n) wo(n) ... wy.1(n) 1": é o vetor de coeficientes do filtro adaptativo;

I : é a matriz identidade;
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6.1.1. Erro Médio Quadratico

Sendo R, a matriz de autocorrelagdo do vetor do sinal de excitagdo, e portanto

semi-definida positiva, pode-se expressa-la da seguinte maneira:
R, =QAQ’ (33)

onde Q ¢ a matriz de autovetores associados a R,, ¢ A é a matriz de autovalores.

Substituindo (33) em (30) obtém-se:
E{ez(n)} =0’ +tr{QAQTK(n)} 34)
Sabendo-se que tr{A . B} = tr{B . A} , entao:

E{¢’ (n)} =07 +tr{AP(n)} 35)
onde

P(1)=Q K(n)Q (36)

Como A ¢ diagonal e sabendo que o trago de uma matriz ¢ a soma dos

elementos da diagonal principal da mesma, podemos escrever a seguinte relagao:
tr{ AP(n)} =2"p(n) 37

onde A ¢ um vetor que contém os elementos da diagonal principal de A,e p(n) ¢ um
vetor que contém os elementos da diagonal principal de P(n). Para comprovar esta

relacdo pode-se realizar o seguinte equacionamento:
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tr{AP(n)} =tr

f_/;\

o ol el
:zr{_pm(”)"% pm(”)x“ﬂ (38)

| Pio (n);"n Pu (n))\'n
=Poo (n))‘oo +Py, (”);‘11

enquanto que:

A" (1) =g x”]{pm(”ﬂ

pn(”
=P (n))“oo +Py (n))"n

(39)

Através de (38) e (39) pode-se verificar a igualdade das representagdes descritas

em (37). A partir disso, finalmente chega-se a equacgao final do Erro médio Quadrético.
E{¢’(n)} =02 +1"p(n) (40)
6.1.2. Comportamento Médio dos Coeficientes

Substituindo-se (33) em (31) e pré multiplicando-se por Q" , obtém-se:

Q' E{v(n+1)}=Q" {I—%%QAQT}E{V(@} (1)

Sabendo-se que

Q'Q=QQ" =1 (42)
e substituindo-se (42) em (41), chega-se em:

Hy N

QTE{V(n +1)} =Q"| QQ” B

QAQ’ |E{v(n)} (43)

Manipulando-se (43) obtém-se
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E{v(n+1)}=Q" {Q—%%QA}E{V@)} (44)

X

onde

E{v(n)}=Q"E{v(n)} (45)

Utilizando-se (42) em (44) chega-se finalmente a

E{le)}{l—%% }E{v(n)} (46)

6.1.3. Momentos de Segunda Ordem do Vetor Erro de Coeficientes

A equagdo (32) ¢ uma equacao recursiva matricial. Visto que K(#) é uma matriz
simétrica entdo conclui-se que a equagao (32) possui alto grau de redundancia. Para sua

simplificacdo procede-se da seguinte maneira:

Pré multiplicando-se (32) por Q" e pés-multiplicando-se por Q obtém-se

QTK(n+1)Q:QTK(n)Q—%%[QTK(n)R“Q+QTRXXK(n)Q]
) . (47)
Hy N

o (N-2)(N4)

[2Q"R K(n)R,Q+&(n)Q'R,Q]
Substituindo-se (33) em (47), obtém-se:

Q'K(n+1)Q=Q"K(n) —%%[QTK(n)QAQTQ+QTQAQTK(n)Q]

o N’
a_‘.‘(N—z)(N—4)[

X

+

2Q"QAQ'K (7)QAQ"Q+£(n)Q"QAQ' Q]

(48)
Substituindo-se (36) em (48) obtém-se:
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P(n+1)=P(n)-22 N [p(n)A+AP(n)]

ol N-2 )
2 2
Hy N
=2 2AP(n)A A
+0'f (N—2)(N—4)[ (n)A+E&(n) ]
Em decorréncia da caracteristica diagonal de A tem-se que:
P(n)A=AP(n) (50)

e portanto, substituindo-se (50) em (49), obtém-se:

_p(n)-2te N_ M N
P(n+1)=P(n) 20j N_ZAP(n)+Gj (N_z)(N_4)[2AP(n)A+§(n)A] (51)
Note-se que:
AP(n)A=AAP(n)=A2P(n) (52)

Substituindo-se (52) em (51) ¢é facil verificar o desacoplamento do conjunto de
equagdes em (51), de forma que os elemento de sua diagonal principal podem ser

expressos da seguinte maneira:

My N Ho N’ 2 Ho N’
=|I-2——A+— 2A —
p(n+1) T Ry ey v e O

pY

6.2. Simplificacido do Modelo Tedrico para o Algoritmo LMF

O modelo tedrico mais representativo do comportamento do algoritmo LMF
disponivel na literatura ¢ o desenvolvido por Hiibsher e Bermudez em (2001). As

equagdes que regem seu comportamento sdo dadas por [7]:
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e Equagdo do erro médio quadratico
Bl (n)f= o2 +1r{R K(n)} (54)
e Equagdo do comportamento médio dos coeficientes
E{v(n+1)} =[1-3uE{e’ (n)} R, |E{v(n)} (55)
e Equacdo dos momentos de segunda ordem

K(n +1) = K(n)—3,uE{e2 (n)} [K(n)RxX +RxxK(n)] (56)
+150°E{2* (n)}{tr{R K (n)} T+ 2R K (n)| R, + 17 E{2* (n)| R,

onde:

K(n) : ¢ a matriz de correlagao do vetor erro dos coeficientes;

L : € o passo de convergéncia;

o’ : é a variancia do ruido de medigdo

Ry, : matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada;

v(n) = w(n) - w’: € o vetor erro dos coeficientes;

N : representa o nimero de coeficientes da planta e do filtro adaptativo;

w’ : € o vetor de coeficientes da planta;

w(n)=[ wo(n) wo(n) ... wy.1(n) 1": é o vetor de coeficientes do filtro adaptativo;
I : é a matriz identidade;

E{z*(n)} : é o valor esperado do ruido aditivo elevado a quarta poténcia;

E{z°(n)} : é o valor esperado do ruido aditivo elevado a sexta poténcia.
6.2.1. Erro Médio Quadratico

A simplificacdo do erro médio quadratico do algoritmo LMF ¢ realizada da

mesma forma que a descrita na se¢do 6.1.1 do algoritmo NLMS.
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6.2.2. Comportamento Médio dos Coeficientes

Pré multiplicando-se a equagio (55) por Q” e utilizando-se (33) e (42), obtém-se

apods certa manipulagao:

E{v(n+1)}=[1-3uE{e’ (n)} A |E{v(n)] (57)
onde:

E(v(n)} =Q'E{v(n) &)
Substituindo-se a equagdo do erro médio quadratico (40), chega-se em:
E{v(n+1)}=[1-3uc? A+3uh"p(n)A |E{v(n)} (59)
6.2.3. Momentos de Segunda Ordem do Vetor Erro de Coeficientes
O mesmo procedimento apresentado para a simplificagdo dos momentos de

segunda ordem do algoritmo NLMS ¢ utilizado novamente. Inicialmente, pré e pos-

multiplica-se a equagdo (56) por Q e Q, respectivamente.

Q'K(n+1)Q=Q"K(n)Q-3uE{c’ (n)}| Q"K(n)R,,Q+Q"R K(n)Q]
+151°E{z* (n){tr{R K (n)}1+2Q R K (n)Q| R + 1’ E{z* (n)} R,
(60)

Substituindo-se (33) em (60) obtém-se:
Q'K (n+1)Q=Q"K(n)Q-3uE{c’ (n)}| Q"K(7)QAQ"Q+Q"QAQ'K(7)Q |
#1517 E{2* (n)}{r{QAQ'K (1)} 1+2Q"QAQK (1) Q) QAQ" + 1’ E{* ()| QAQ”

(61)

Substituindo-se (36) em (61) chega-se em:
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P(n+1) = P(n)—?syE{e2 (n)} [P(n)A+AP(n)]

+15.°E{z* (n)} {or {AP (n)} 1+ 2AP ()} A + 4” E{2* (n)} A (©2
Substituindo (50) e (52) em (62):
P(n+1)=[1-6uE{e’ (n)} A+30E{z* (n)| AA |P(n)
+42 [1SE{z* (n)}or{AP(n)} + E{z° (n)} | A )
¢ finalmente, agrupando-se apenas os elementos da diagonal principal de (63):
p(n+1)=[1-6uE{e*(n)| A+304°E{z* (n)} AA |p(n) o

i’ |:15E{Z4 (n)} trlTp(n)+E{z(’ (n)}]k

7. RESULTADOS

A implementagdo original dos modelos tedricos do NLMS e LMF, segundo [6] e

[7], € realizada através do seguinte conjunto de equagdes:

e Implementagdo original do modelo do NLMS: equacgdes (30), (31) e (32).

e Implementacdo original do modelo do LMF: equacdes (53), (55) e (56).
p ¢ g quag

A implementagdo eficiente, derivada ao longo deste trabalho ¢ dada por:

e Implementagdo eficiente do modelo do NLMS: equagdes (40), (46) e (53).

e Implementagdo eficiente do modelo do LMF: equagdes (40), (59) e (64).

As Figuras (17) e (18) apresentam comparagdes entre os modelos originais

(vermelho) e os eficientes (azul) para os algoritmos NLMS e LMF. Em cada uma delas,

o eixo horizontal representa o nimero de coeficientes utilizado e o eixo vertical o tempo
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necessario para a avaliagdo das equagdes em segundos. Foram realizadas 10000
iteracdes do processo de adaptagdo utilizando-se para tanto o programa MatLab 6.0,

release 12, em um computador AMD ATHLON XP 1700 com 256 Mbytes de memoria.

140 -

120 + /
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o o o

T T T
N
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I
o

\

0 _— , \ , \ \ T I ]
10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
Numero de Coeficientes

Figura 17. Confrontacdo entre o tempo de processamento e o nimero de coeficientes

para os modelos original (vermelho) e eficiente (azul) do NLMS.
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Figura 18. Confrontagdo entre o tempo de processamento e o nimero de coeficientes

para os modelos original (azul) e eficiente (vermelho) do LMF.
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8. DISCUSSAO E CONCLUSOES

Ao longo deste trabalho foram discutidos os diversos tOpicos necessarios a
compreensdo do problema. A base matematica foi apresentada, resultando na

implementagdo pratica dos modelos tedricos eficientes.

Os programas foram desenvolvidos em MatLab e disponibilizados para a

comunidade interessada em uma pagina na Internet

Os resultados obtidos na Se¢do 7 demonstram a grande diminui¢cdo de tempo de
processamento em funcdo da diminui¢do do custo computacional das equacdes. Nota-se
claramente que o ganho na redu¢@o de tempo dos novos algoritmos ¢ maior a medida
que o numero de coeficientes aumenta, tornando-os uteis principalmente em aplicagdes

do tipo cancelamento de eco e controle ativo de ruido.

Como conclusdo, temos que os modelos implementados neste trabalho chegam
aos mesmos resultados dos modelos ja existentes, entretanto com o tempo de execugdo

diminuido consideravelmente.
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ANEXO 1: Pagina na Internet

Apbs a repercussdo positiva do trabalho e tendo em vista a grande area de
aplicagao dos filtros adaptativos, foi criado um site que disponibiliza os resultados on-
line. O site tem como objetivo auxiliar projetistas de filtros, alunos de graduacao, pds-

graduacao e estudiosos da area.

O site contém os programas com os quais foram obtidos os resultados
disponiveis no trabalho em versoes para MATLAB e SCILAB e também para outros
algoritmos que nao estdo disponiveis no trabalho, além de fotos dos laboratérios do

curso ¢ informagdes sobre o bolsista e o orientador.

O enderego do site ¢ http://atlas.ucpel.tche.br/~fpires e para o pouco tempo que

esta no ar conta com um numero grande de acessos, inclusive de paises da Europa.
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ANEXO 2: Publicagoes

l.

Ao longo do trabalho foram realizadas as seguintes apresentagdes:

Itturriet, F.P., Costa, M.H. (2003), “Determinacdo de Modelos Tedricos
Computacionalmente Eficientes para a Analise de Filtros Adaptativos”, XII
Congresso de Iniciagdo Cientifica. Universidade Catoélica de Pelotas, 02-03

novembro, Pelotas-RS.

Itturriet, F.P., Costa, M.H. (2003), “Determinacdo de Modelos Tedricos
Computacionalmente Eficientes para a Analise de Filtros Adaptativos”, II Mostra de

Iniciagdo de Cientifica, Universidade da Regido da Campanha, 05-07 novembro,

Bagé-RS.

Costa, M.H., Costa, G.H., Bermudez, J.C.M., Itturriet, F.P. (2004), “Algoritmos
Répidos para a Implementagdo de Modelos Tedricos de Filtros Adaptativos”, XXI

Simpésio Brasileiro de Telecomunicagdes, submetido para publicacao.
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Resumo

A técnica de filtragem adaptativa ¢ uma ferramenta amplamente utilizada na area
de processamento de sinais. Iniimeras sdo suas aplicagdes, entre elas: identificacdo de
sistemas, equalizagdo, controle ativo de ruido e cancelamento de eco. Seu uso ¢
especialmente indicado quando o conhecimento a priori sobre o sistema € pouco ou as
condi¢des de operagdo sdo variantes no tempo. O projeto destes sistemas ¢ baseado nos
resultados de simula¢des ou na analise de modelos tedricos quando disponiveis. De uma
forma geral, modelos matematicos sdo preferidos, visto que as interrelacdes entre os
diversos parametros podem ser analisadas de forma explicita. Entretanto, em aplicagdes
com elevado nimero de coeficientes, podem possuir uma elevada complexidade
computacional, inviabilizando uma analise exaustiva das diferentes possibilidades pelo
projetista. Por outro lado, simulagdes demandam tempo e ndo permitem uma visdo
global do comportamento do filtro em questdo. Neste trabalho, ¢ apresentada uma
metodologia para simplificar computacionalmente modelos teoricos de filtros da familia
Least Mean Square, diminuindo a redundancia de informacdo e consequentemente
possibilitando tempos menores de processamento, como também diminuindo a

exigéncia de plataformas de alta velocidade.

35



