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RESUMO

Este trabalho apresenta um novo modelo analitico para o
comportamento do pseudo algoritmo de projecbes afins (PAP), uma
variacdo de baixo custo computacional do algoritmo de projecées afins
convencional (APA), introduzindo um mecanismo até entdo
desconhecido que ocorre nas primeiras iteracBes do processo de
adaptacdo, denominado de Efeito de Inicializacdo. Dessa forma,
contrariamente ao apresentado na literatura especifica, a condicdo de
passo unitario € necessaria, porém ndo suficiente para garantir a
equivaléncia no comportamento de ambos os algoritmos (PAP e APA).
Esse efeito ocorre devido & caracteristica escalar do erro instantdneo
utilizado no algoritmo PAP e afeta o processo de ortogonalizagdo na
atualizacdo dos coeficientes. Uma modelagem matematica para esse
mecanismo é derivada neste trabalho, e posteriormente empregada para
obtencdo de novas equacbes deterministicas (recursivas e fechadas) para
0 comportamento médio dos coeficientes, erro quadratico médio e
momentos de segunda ordem do vetor de erro dos coeficientes,
considerando um sinal de excitacdo de entrada autoregressivo. Equacoes
gue descrevem quantitativamente o regime permanente também sédo
derivadas. Finalmente, simulagdes Monte Carlo corroboram com a
excelente acuracia dos modelos analiticos propostos, e os resultados
tedricos apresentados demonstram que o Efeito de Inicializacdo pode
acarretar em um impacto significativo no comportamento de
convergéncia do PAP em relacdo ao APA.

Palavras-chave: Filtro Adaptativo, Pseudo Algoritmo de Projecdes
Afins, Andlise Estocastica, Identificacdo de Sistemas.






ABSTRACT

This work presents a new analytical model for the behavior of the
pseudo affine projection (PAP) adaptive algorithm, a low cost
computational variation of the conventional affine projection algorithm
(APA), introducing a previously unknown mechanism that occurs at the
first iterations of the adaptation process, called Initialization Effect.
Unlike described in the specific literature, the condition of the unity
step-size is necessary, but it is not sufficient to ensure the equivalence of
both algorithms (PAP and APA). This effect occurs due to the scalar
structure of the instantaneous error used in the PAP algorithm and it
affects the correct orthogonalization process of the weights. A
mathematical model for this mechanism is provided in this work, and
subsequently it is used to obtain new deterministic equations (recursive
and closed-form) to the mean weight behavior, mean squared error and
second-order moments of the weight error vector for autoregressive
inputs. Also, equations that describe quantitatively the steady-state
behavior are also derived. Finally, Monte Carlo simulations show
improvements in the accuracy of the proposed analytical models and the
presented theoretical results indicate that the Initialization Effect can
lead to a significant impact on the behavior of the algorithm
convergence.

Keywords: Adaptive Filter, Pseudo Affine Projection Algorithm,
Stochastic analysis, System Identification.
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1 INTRODUCAO

Filtros adaptativos lineares sdo amplamente utilizados em
diferentes areas do conhecimento. Na engenharia, eles sdo empregados
em diversas aplicacdes de tempo-real como, por exemplo, radar, sonar,
controle ativo de ruido, aparelhos auditivos, e cancelamento de eco. O
estudo de filtragem adaptativa teve grande impulso com o
desenvolvimento do algoritmo Least Mean-Square (LMS) em 19509.
Apesar de bastante difundido por seu baixo custo computacional, esse
algoritmo apresenta uma convergéncia lenta para sinais de entrada
fortemente correlacionados, no caso estacionario. Além disso, variactes
na poténcia de entrada podem acarretar significativas variagdes
indesejadas no ajuste dos coeficientes. Para contornar o segundo
problema, o algoritmo LMS normalizado (NLMS) realiza uma
normalizacdo da entrada através de um mecanismo de controle
automatico de ganho intrinseco a sua estrutura. Entretanto, sua
convergéncia também pode ser comprometida pela correlacdo do sinal
de entrada. Uma alternativa é a utilizacdo do algoritmo Recursive Least
Squares (RLS), que apresenta uma maior robustez a dispersdo de
autovalores da matriz de correlacdo de entrada. Porém, apresenta um
elevado custo computacional e a possibilidade de instabilidade
numérica.

O algoritmo de projecdes afins (APA) surgiu como uma solugéo
atrativa para reduzir o efeito de correlacdo do sinal de entrada sobre o
processo de adaptacdo sem graves problemas associados a instabilidade
numérica. A melhoria no desempenho do regime transitério resulta de
uma maior complexidade computacional e de um aumento no erro
quadratico médio em excesso em relacdo ao NLMS. Em virtude dos
avancos tecnoldgicos e da reducdo progressiva das limitagbes a
complexidade na implementacéo de filtros adaptativos, a familia APA é
hoje empregada em diversas aplicacdes (GAY e TAVATHIA, 1995)
(GONZALEZ et al., 2012). Dentre os algoritmos da familia APA, dois
se destacam pelo custo computacional reduzido: o fast affine projection
algorithm (GAY e TAVATHIA, 1995) e o pseudo algoritmo de
projec¢des afins (PAP) (RUPP, 1998).

Em 1984, Ozeki e Umeda (1984) apresentaram uma
demonstragcdo geométrica que resultou em um algoritmo de projecdes
afins de segunda ordem e constataram que para passo unitario, ele
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atualizava o vetor de coeficientes na direcdo ortogonal aos Ultimos
vetores de entrada. Posteriormente, Markus Rupp (1998) demonstrou
gue o mecanismo dos minimos quadrados embutido na atualizagdo dos
coeficientes desse algoritmo descorrelaciona o sinal de entrada,
acelerando a convergéncia e fazendo com que o algoritmo seja atrativo
para aplicacbes com sinais fortemente correlacionados. Em
contrapartida, essa propriedade pode levar a um aumento na poténcia do
ruido de fundo em regime permanente, em comparagdo com o algoritmo
NLMS. Bouitelle et al. (1999), por sua vez, estendeu o algoritmo de
Ozeki e Umeda para a aplicacdo de cancelamento de eco, denominando-
0 de pseudo algoritmo de projecdes afins. Apesar de ndo haver
evidéncias de alguma relacdo na derivagdo desses trabalhos, o algoritmo
analisado por Rupp (1998) e o apresentado por Bouitelle et al. (1999)
sdo equivalentes.

Em virtude da crescente utilizacdo da familia APA, diversos
trabalhos vém sendo publicados sobre o seu comportamento médio, em
regime transitério e permanente, estabilidade e custo computacional
(BERSHAD; LINEBARGER e MCLAUGHLIN, 2001) (ALMEIDA et
al., 2005) (SHIN e SAYED, 2004) (RUPP, 2011). Porém, o completo
entendimento dessa familia ainda € um grande desafio em virtude do
conjunto subdeterminado de restricGes embutido em suas equacdes, que
torna sua analise significantemente mais complexa. Shin e Sayed (2004)
propuseram um modelo para o APA convencional nos regimes
transitério e permanente, a partir do argumento de conservacdo de
energia. Apesar de o modelo para desempenho no transiente ser
aplicavel a qualquer tipo de sinal de excitacdo, é necessario conhecer a
priori as suas estatisticas e, portanto, nenhuma forma fechada é
disponibilizada.

Baseado na andlise deterministica de Rupp (1998), Bershad,
Linebarger e Mclaughlin (2001) propuseram um modelo analitico para o
erro quadratico médio do APA no caso de sinais autoregressivos (AR).
Além disso, considerou-se o uso de passo unitario (maxima velocidade
de convergéncia), situacdo em que o APA e PAP apresentariam o
mesmo desempenho, segundo Bouteille, Scalart e Corazza (1999). Este
modelo foi posteriormente incrementado por Almeida et al. (2005),
resultando em equacdes recursivas para a descri¢do do comportamento
médio e quadratico médio do APA, assumindo-se um numero elevado
de coeficientes. Essa modelagem resultou em um aumento na acuracia
das predicdes em relacéo & Bershad, Linebarger e Mclaughlin (2001).
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1.1 Motivagdo

O uso extensivo da teoria desenvolvida por Almeida et al. (2005)
evidenciou imprecisdes do modelo nas iteragGes iniciais do pseudo
algoritmo de projecGes afins para certas configuracdes de parametros.
Posteriormente, resultados preliminares, publicados em Costa et al.
(2012a), demonstraram a necessidade de extensdo em uma relagédo
deterministica apresentada em Rupp (1998), empregada para todos 0s
estadgios do processo de adaptacdo nos modelos desenvolvidos por
Bershad, Linebarger e McLaughlin (2001) e Almeida et al. (2005). Essa
extensdo visa modelar o efeito gerado pela inicializagdo arbitraria do
algoritmo em relacdo aos coeficientes 6timos, e que acarreta em uma
discrepancia no comportamento do PAP em relacdo ao APA, mesmo
sob a restricdo de passo unitario.

1.2 Obijetivos do Trabalho

Os principais objetivos deste trabalho sdo:

e Estudar o efeito presente na inicializacdo do PAP e sua
relacdo com 0 APA,;

e Modelar matematicamente 0 mecanismo deterministico
associado a esse efeito na inicializagdo do PAP;

e Obter equacgdes deterministicas recursivas e na forma fechada
para as figuras de mérito de comportamento médio dos
coeficientes e de erro quadratico médio, visando incrementar a
acuracia do modelo de Almeida (2004) no regime transitério;

e Estudar o impacto do Efeito de Inicializagdo durante 0s
periodos de transiente e regime permanente;

e Apresentar resultados de simulagBes que corroborem a
validade e acuracia do novo modelo.
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1.3 Estrutura da Dissertacgéo

O Capitulo 2 aborda os fundamentos tedricos necessarios ao
desenvolvimento deste trabalho, revisitando a filtragem adaptativa
linear, 0 processo autoregressivo, e 0 algoritmo de projec@es afins e sua
variante de baixo custo computacional (PAP).

Posteriormente, o Capitulo 3 dedica-se a definicdo do problema.
Inicialmente, sdo introduzidas as limitacdes, hipdteses e relacdes
deterministicas necessarias para a analise estocastica do PAP. Com a
apresentacdo do problema, é derivada uma nova relagdo deterministica
gue permite modelar com mais acuracia o comportamento do PAP. A
Secdo 3.4 também descreve o Efeito de Inicializagdo e sua contribuicdo
na relagdo entre os algoritmos APA e PAP.

O comportamento do PAP a luz da nova expressdao matematica é
0 assunto dos proximos dois capitulos: o Capitulo 4 descreve o modelo
para 0 comportamento médio dos coeficientes, resultando em uma
equacdo deterministica recursiva e uma equagdo fechada que
possibilitam a compreensdo das consequéncias do Efeito de
Inicializacdo ao longo da evolugdo dos coeficientes; o Capitulo 5 trata
do erro quadratico médio e dos momentos de segunda ordem do vetor de
erro dos coeficientes do PAP em regime transiente e permanente.

Os resultados de simula¢des dos modelos tedricos desenvolvidos
sdo apresentados no Capitulo 6, onde sdo comparados com o modelo
obtido em Almeida (2005), utilizando como referéncia a simulacéo
Monte Carlo do PAP. Discussdes sobre os resultados obtidos também
sdo apresentadas nesse capitulo. Finalmente, o Capitulo 7 apresenta as
conclusdes finais e sugestdes para a continuidade deste trabalho.

A seguinte notacdo é utilizada neste documento: grandezas
escalares sdo denotadas por letras maiusculas e minudsculas em italico,
vetores sdo denotados por letras mindsculas em negrito e matrizes por
letras mailsculas em negrito.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo séo apresentados conceitos que visam fundamentar
o entendimento deste trabalho. Ele esta organizado da seguinte forma:
na Secdo 2.1 sdo introduzidos conceitos de filtragem adaptativa linear
supervisionada. A Secdo 2.2 apresenta 0 processo autoregressivo (AR),
visando embasar a estimacdo de parametros AR através de um preditor
linear pelo método dos minimos quadrados, presente no Apéndice A,
peca fundamental do mecanismo de adaptacdo do pseudo algoritmo de
projecdes afins para entrada autoregressiva. Finalmente, na Secdo 2.3, 0
algoritmo de projec6es afins e sua versdo de baixo custo computacional
- 0 pseudo algoritmo de projecdes afins - sdo detalhados com base nos
conceitos anteriormente apresentados.

2.1 Filtragem Adaptativa Linear Supervisionada

O processamento adaptativo de sinais teve um grande impulso a
partir do final da década de 60 atraveés do desenvolvimento do algoritmo
adaptativo Least Mean-Squares (LMS). O termo adaptativo refere-se a
um sistema cuja funcdo € ajustar iterativamente seus parametros internos
(geralmente em tempo real) com o objetivo de cumprir determinados
critérios de desempenho aceitaveis pela aplicacdo, que dependem do
estado do sistema, assim como dos elementos que o compdem
(FARHANG-BOROUJENY, 1999, p. 1).

Segundo Costa (2001, p.2, apud WIDROW e STEARNS (1985)),
0s sistemas adaptativos possuem todas ou algumas das seguintes
caracteristicas:

e adaptacdo automatica a medida que ocorre a modificacdo do
ambiente e/ou alteracBes do sistema (auto-otimizacdo);

e podem ser treinados para desenvolver uma tarefa especifica de
filtragem ou decisdo, ou seja, podem ser programados através
de um processo de treinamento (autoprogramaveis);

e em decorréncia do item anterior, ndo necessitam
procedimentos elaborados de sintese, sdo basicamente
autoprojetaveis;
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e podem extrapolar o espaco de conhecimento e lidar com
novas situacGes apds o treinamento com um pequeno conjunto
de padrdes de entrada (auto-aprendizado)

e até certo ponto podem reparar a si mesmos, ou seja, podem
adaptar-se em regiGes préximas da Otima mesmo quando
sujeitos a certos tipos de defeitos ou limitacdes (auto-
regeneraveis);

e geralmente sdo mais complexos e dificeis de analisar que
sistemas ndo-adaptativos, mas oferecem a possibilidade de um
desempenho  substancialmente ~ melhor quando  as
caracteristicas do ambiente sdo desconhecidas ou variantes no
tempo.

Em sua esséncia, os filtros adaptativos sdo sistemas variantes no
tempo e ndo-lineares, visto que dependem do sinal de entrada e néo
obedecem ao Principio da Superposicdo (HAYKIN, 1996, p. 3).
Entretanto, um filtro adaptativo € dito linear se a sua saida é uma
combinacdo linear das observagdes na entrada. Sistemas adaptativos
com essa caracteristica sdo mais faceis de tratar matematicamente.

Estruturalmente, filtros lineares podem ser divididos segundo a
sua resposta ao impulso em resposta finita ao impulso (FIR, do inglés
Finite Impulse Response) e resposta infinita ao impulso (IIR, do inglés
Infinite Impulse Response). Filtros IR geralmente possuem uma
seletividade maior em relacdo aos filtros FIR, e consequentemente
necessitam de um ndmero menor de coeficientes para uma mesma
fungdo de transferéncia, devido & localizagdo dos pélos (ANTONIOU,
2005, p. 554). Entretanto, existe a possibilidade de ocorréncia de
minimos locais na superficie de desempenho, baixa velocidade de
convergéncia e maior possibilidade de instabilidade durante o processo
de adaptacdo (ANTONIOU, 2005, p. 871).

Em contrapartida, os filtros FIR possuem resposta ao impulso de
comprimento finito e geralmente ndo apresentam recursividade. Sao
amplamente utilizados em virtude das suas caracteristicas intrinsecas de
estabilidade (os pélos estdo na origem, portanto dentro da circunferéncia
de raio unitario do plano Z) e facilidade de implementacdo. Além disso,
apresentam uma menor sensibilidade aos erros de arredondamento, em
virtude da auséncia de recursividade, e podem ter fase linear e néo
minima, e atraso de grupo constante (SHENOI, 2006, p. 267).
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A definigdo da estrutura de realizagdo ¢ um dos requisitos mais
importantes da etapa de especificagdo de um filtro seletivo ou
adaptativo. Os filtros lineares podem assumir diferentes tipos de
estruturas de realizagdo a partir de uma equacdo de diferengas, como por
exemplo as formas direta | e Il. Além disso, em algumas aplicacGes
como conformacdo de feixe (beamforming) e cancelamento de ruido, a
saida pode ser obtida através de uma combinacdo linear entre diferentes
sinais de excitacdo em paralelo, recebendo a denominacdo de
combinador linear (FARHANG-BOROUJENY, 1999, p. 4). A Figura 1
apresenta a estrutura direta | de um filtro FIR linear, causal e invariante
no tempo.

Figura 1 — Realizacdo transversal de um filtro FIR (N = 4).

A estrutura de realizacdo direta, também denominada transversal
ou em linha de retardo (tapped-delay line), envolve a combinagdo de
trés operacgdes basicas (HAYKIN, 1996, p. 204):
1. o armazenamento, representado pela cascata de N-1 atrasos de
uma amostra de um sinal de excitacdo u(n);

2. o produto interno escalar entre as amostras do sinal de entrada
e as da resposta ao impulso do sistema (coeficientes);

3. aoperagdo de adigdo, que consiste na soma dos resultados das
multiplicagdes definidas anteriormente para produzir a saida
do filtro y(n).

Dessa forma, a estrutura de realizacdo transversal da Figura 1 é
expressa pela equacado de diferencgas ndo recursiva (po6los na origem),

) = u(n Ky, @)

e representada na forma vetorial pelo produto interno
y(n) =u" (N)w (2.2)
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sendo que y(n) é a saida do filtro, wy sdo os parametros internos que
modelam a resposta ao impulso do filtro, w = [wg w; ... wN_l]T é 0 vetor
de parametros e o vetor de sinal de excitacdo de entrada u(n) consiste
em uma janela das N Ultimas amostras do sinal de entrada, de forma que
u(n) = [u(n) u(n-1) ... u(n-N)]". Esse dltimo vetor geralmente &
denominado de regressor na literatura especifica.

Neste trabalho, denomina-se de estrutura FIR transversal, a
estrutura de realizacdo transversal de um filtro FIR linear e causal,
conforme Figura 1, podendo ser variante ou invariante no tempo,
dependendo apenas do contexto em que for aplicado (filtragem
adaptativa ou seletiva, respectivamente).

A Figura 2 apresenta um problema classico de filtragem
utilizando uma estrutura transversal com coeficientes constantes no qual
se deseja minimizar a diferenga entre dois processos aleatérios, o sinal
na saida do filtro y(n) e o desejado d(n). O erro instantaneo entre ambos
pode ser expresso por

e(n) =d(n) - y(n). (2.3)
Sinal
Desejado d(n)
Sinal de
Entrada Filtro Linear y(n) ~
u(n) w

Figura 2 — Diagrama de blocos de estimacao linear.

O processo de minimizacdo pode ser realizado sobre os valores
instantaneos ou em uma fungéo destes, usualmente denominada fungéo
de custo ou superficie de desempenho. Uma alternativa bastante
utilizada, em virtude das suas caracteristicas de inexisténcia de minimos
locais e tratabilidade matematica, é o erro quadrtico médio (EQM). O
EQM pode ser obtido substituindo-se (2.2) em (2.3), elevando o
resultado ao quadrado e tomando o seu valor esperado, resultando em:

E {e°(n)} = E {d*(n) — 2d(n)y(n) + y*(n)}
=E {dz(n)} —2E{d(n)y(n)} +E {yz(n)} (2.4)
=E {d*(n)} - 2E {d(n)u" (M)} w +W"E {u(n)u” (n)} w.
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Os valores esperados presentes em (2.4) sdo definidos pelas
caracteristicas estatisticas do sinal desejado e de entrada. Entretanto,
médias temporais podem ser usadas para a estimacdo de E{d(n)u’(n)} e
E{u(n)u’(n)}, desde que d(n) e u(n) sejam sinais estacionarios no
sentido amplo (WSS) e ergddicos. A propriedade de ergodicidade é
definida para sinais aleatérios que apresentem média temporal idéntica a
média do conjunto de medi¢es, ou ensemble (FARHANG-
BOROUJENY, 1999, p. 46). Assim,

E{ez(n)} =05 -2pl,W+W'R,wW (2.5)
em que oy’ = E{d*},

R, =E{u(nu’ (n)} (2.6)
é a matriz de correlacdo do vetor de entrada e
Pa = E{d(Mu(n)} (2.7)

€ o vetor de correlacdo cruzada entre 0 vetor de entrada e a resposta
desejada.

A matriz de correlagdo Ru desempenha um papel expressivo na
andlise de filtros lineares seletivos e adaptativos, como por exemplo,
aferir a velocidade de convergéncia e estabilidade. Segundo Haykin
(1996, p. 101), trés propriedades de R, podem ser definidas em um
processo estocastico com estacionaridade assintética no sentido amplo:

e simetria: para o caso de sinais reais, a matriz é idéntica a sua

transposta, Ry, = Ry;

e estrutura Toeplitz: todos elementos em qualquer diagonal
paralela a diagonal principal possuem valores constantes;

e ser positiva semi-definida: desde que sejam satisfeitos os
requisitos de estacionaridade assinttica, a matriz de
correlagdo ser& positiva semi-definida, v'R,v > 0. Na pratica
pode ser considerada positiva definida (HAYKIN, 2002).

O uso do critério de erro quadratico médio como fungédo de custo
para o projeto do filtro linear seletivo apresentado na Figura 2 requer o
conhecimento a priori das estatisticas conjuntas de segunda ordem dos
sinais WSS de excitacdo e desejado. Através de (2.5) verifica-se que
E{e’(n)} é uma funcdo quadrética dos coeficientes do filtro (HAYKIN,
1996, p. 207). Outras fungbes de custo podem ser utilizadas como, por
exemplo, o valor absoluto ou a hit-or-miss, porém podem resultar em
filtros (eestimadores) mais complexos e de dificil realizacdo. As
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seguintes vantagens podem ser listadas para a utilizacdo da superficie de
desempenho segundo 0 EQM:
e a funcdo de custo é um paraboloide com N graus de liberdade
e apresenta apenas um Unico minimo global, sem ocorréncia
de minimos locais, jA que corresponde a uma superficie
quadratica convexa devido a matriz de correlacdo ser
considerada positiva definida (Figura 3);
o 0 filtro resultante é 6timo se os sinais u(n) e d(n) apresentarem
distribuicdo Gaussiana e forem ergddicos e estacionarios no

sentido amplo.

2000
1800
1600
1400
1200
1000
BOO
600
400
200

5
45 40 5 0 & 10 15

®)
Figura 3 — Exemplo de funcdo de custo paraboloide (Figura 6.4 de
(MANOLAKIS; INGLE e KOGON, 2005)).

A solucdo para o conjunto 6timo de coeficientes segundo o
critério do minimo erro quadratico médio € denominada solucdo de
Wiener-Hopf (HAYKIN, 1996, p. 206) em decorréncia do trabalho do
matematico americano Norbert Wiener (1894-1964), posteriormente
reformulado para o tempo discreto por Norman Levinson (1912-1975).
No ponto de minimo dessa superficie, a funcdo de custo atinge seu
menor valor, denotado por E{e’min(n)}. O vetor de gradiente neste
ponto, que consiste na derivada parcial de primeira ordem com respeito
aos coeficientes, é zero para todos os elementos do vetor,

VE {e2,, ()} =0. (2.8)
Aplicando-se a derivada parcial em (2.5), resulta em
OE{e*(n
VE {e2 (n)} = % =-2p,, +2R W (2.9)

e inserindo as restrigdes de (2.8), obtém-se a equagdo de Wiener-Hopf
para os coeficientes 6timos, dada por

P, =R,W°. (2.10)
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Pré-multiplicando a equagéo (2.10) por R,™, tem-se que
w° =R.'p,, (2.11)
sendo necessario que R seja ndo singular (possua inversa).

A equagdo (2.11) é obtida considerando o caso particular de
estrutura FIR transversal. A forma geral para as equacGes de Wiener-
Hopf é obtida através do principio da ortogonalidade, que estabelece
que o filtro é dito 6timo no sentido do erro quadratico médio, quando o
vetor de coeficientes w € tal que o erro e(n) é estatisticamente ortogonal
ao vetor de entrada (HAYKIN, 1996, p. 197), ou seja,

E{e(mu(n—k)} =0 (2.12)

0<k<N

Apesar de 6tima no sentido quadratico médio, a solucdo de
Wiener-Hopf apresenta alguns inconvenientes:

e possui custo computacional elevado para um nidmero grande
de coeficientes, o que pode inviabilizar algumas aplicactes
em tempo real;

e pode resultar em problemas de estabilidade, devido a inversao
da matriz de correlag&o;

e em ambiente ndo-estacionario, a teoria de filtragem Otima
geralmente é sub-6tima, devido a dificuldade intrinseca de
conhecimento a priori das propriedades estatisticas dos sinais
envolvidos no sistema.

De forma a evitar os problemas mencionados, diferentes
estratégias iterativas podem ser empregadas. Entre os métodos iterativos
de otimizacdo existentes, o de gradiente de descida mais ingreme
(steepest-descent) é bastante difundido por sua simplicidade, e consiste
em um procedimento recursivo para encontrar o valor de minimo de
uma funcgéo de custo.

Considerando-se a estrutura FIR transversal da Figura 1 e a
funcdo de custo de (2.5), a equacdo de atualizacdo dos coeficientes no
instante posterior (n+1) é obtida através da seguinte relacdo (HAYKIN,
1996, p. 342):

w(n+1) = w(n) +% ,u[—VE{ez(n)}] (2.13)
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em que U € o passo de ajuste do algoritmo e o valor % visa a

simplificacdo posterior de uma constante associada ao gradiente

VE{e?(n)}. Substituindo-se a equaco (2.9) em (2.13), obtém-se
w(n+1) =w(n) + [P, ~Rw(n)]

:[IN _ﬂRu]W(n)'i':updu'
Nota-se que a equacdo (2.14) utiliza as estatisticas dos sinais de entrada,
mas sem a necessidade de inversdo de R,.
Na implementaco, o projetista deve indicar a condi¢do inicial do
vetor de coeficientes w(0) em um ponto qualquer da superficie. O
algoritmo utiliza o resultado do gradiente deste ponto para calcular o
novo vetor de coeficientes na direcdo da solucéo 6tima E{e’min(n)} (e
oposta ao gradiente). Desde que sejam cumpridos os requisitos de
estabilidade do passo, este procedimento é repetido até chegar a solucéo
Otima. Nas iteragOes iniciais, o algoritmo efetua uma maior reducéo na
funcdo de erro por iteracdo. Entretanto, conforme os elementos do
gradiente tornam-se menores, devido a proximidade em relacdo a
solucdo 6tima, o processo de adaptacéo tende a ficar consideravelmente
mais lento. Se ha uma grande dispersdo de autovalores na matriz de
correlacdo do sinal de entrada, entdo o ponto de solugdo tende a seguir
uma trajetoria em zig-zag no espaco dos pardmetros e o desempenho do
algoritmo tende a se deteriorar (ANTONIOU, 2005, p. 868).

(2.14)

Uma alternativa para reduzir o nimero de iteracdes necessarias
para que o algoritmo convirja até o ponto de minimo é o emprego do
método de Newton. A equacdo de atualizacdo dos coeficientes resultante
é obtida através de uma aproximacdo da superficie de desempenho
apresentada em (2.5), resultando em (SAYED, 2003, p. 191):

W(+1) =) + 4R, [, - RW()|

=[L- | w(n) + 1R Dy,

Considerando-se a utilizagdo do passo unitario em (2.15), tem-se

gue apenas uma iteracdo é necessaria para que o algoritmo chegue a

solucdo Otima. Salienta-se que essa melhoria na velocidade de

convergéncia apresenta a necessidade de inversdo da matriz de

correlagdo R,, aumentando a complexidade computacional e

possibilitando problemas de instabilidade. As equacGes (2.14) e (2.15)

podem ser vistas como modelos para gerar varios algoritmos adaptativos
a partir de aproximag@es estocasticas de R, € pau.

(2.15)



39

De forma a superar a necessidade do conhecimento a priori das

estatisticas dos sinais envolvidos. Os filtros adaptativos supervisionados
aparecem como uma solucdo atrativa, realizando o aprendizado iterativo
das caracteristicas estatisticas dos sinais envolvidos. Classifica-se como
supervisionado, o filtro adaptativo que tem acesso ao sinal desejado d(n)
e utiliza-o como referéncia. Conforme a estrutura bésica apresentada na
Figura 4, o filtro adaptativo supervisionado consiste na combinagéo de
dois processos: um processo de filtragem variante no tempo e uma
estratégia de adaptacdo dos parametros do filtro.

Sinal d(n)
Sinal de A Desejado
4 N
Enrade (T Filro y(n) - e(n)
u(n) ] w(n) E
. S
( Erro de
- \ Estimag&o
| Estratégia de <
“1 Atualizagdo
. W,

Figura 4 — Diagrama de blocos de um filtro adaptativo supervisionado.

Existem basicamente quatro classes de aplicacbes para filtros

adaptativos supervisionados (MANOLAKIS; INGLE e KOGON, 2005,
p. 17):

1.

Identificacdo (ou modelamento) de sistema: o filtro adaptativo €
usado para modelar uma planta desconhecida através de critérios
especificos. Conforme a Figura 5.a, o sinal de excitacdo u(n) €
aplicado na entrada da planta e do filtro adaptativo. O sinal de
excitacdo de entrada é livre de ruido, enquanto o sinal desejado
d(n) é corrompido por interferéncias descorrelacionadas com o
sinal de excitagdo. O objetivo é ajustar os coeficientes da estrutura
utilizada de forma que a saida do filtro se aproxime da resposta
desejada de acordo com o critério de desempenho definido. Entre
as aplicagBes possiveis encontram-se o cancelamento de eco, o
modelamento de canal e a identificacdo de sistemas de controle
(MANOLAKIS; INGLE e KOGON, 2005, p. 17);
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Sinal de -
entrada Sistema

Modelamento inverso: o objetivo é a obtencdo do reciproco da
fungdo de transferéncia de uma planta desconhecida. Uma versdo
atrasada do sinal de entrada da planta é utilizada como resposta
desejada para a filtragem adaptativa (Figura 5.b). Exemplos de
aplicacdes que aplicam o modelamento inverso sdo: a equalizagdo
de canal telefénico, visando reduzir a interferéncia intersimbolica,
e a descorrelagdo preditiva;

Predicdo de sinal: o objetivo desta classe é realizar previsdes a
respeito da evolugdo de um processo aleatério com base no seu
conhecimento passado (Figura 5.c). Exemplos de aplicacGes
empregadas sdo o adaptive differential pulse code modulation
(ADPCM) e a codificacgdo linear preditiva (LPC);

Cancelamento de interferéncia (ruido): tem como objetivo realizar
0 cancelamento ou reducdo de um ruido adicionado a um sinal de
interesse (sendo a composicdo destes sinais denominada de sinal
primario), a partir de um sinal de referéncia correlacionado ao
ruido (Figura 5.d). Alguns autores também denominam essa classe
de melhoramento de sinal (signal enhancement). Pode ser
empregado no cancelamento de ruido e em antenas inteligentes
(beamforming) multi-sensoriais.

w| desco-

u(#) nhecido

A
_'IE Sinal

Ruido desejade )

4

/

Filtro () Sistema & u(p) I &)

Wi, U - 4
- iv =+ N a Filtro )
siapratve] | e, [ sdipino] 7
7 e() Sinal del /
[ Erro enitrada Erro
(@ (b}

Sinal desejade Sinal primario

4 l 4 )

N 1d adaptativo Erro d3 . : adaptativo
er];l:rad: ||l predigia ) ks de i Erro "
forinci
© referéncia @

Figura 5 — Classes de aplicacbes de filtros adaptativos supervisionados: (a)
identificacdo de sistema; (b) modelamento inverso; (c) predicdo de sinal; (d)
cancelamento de interferéncia multi-sensor.
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2.1.1 Algoritmos para Filtragem Adaptativa Linear Supervisionada

Os algoritmos adaptativos para filtros lineares supervisionados
possibilitam o ajuste iterativo dos parametros do filtro em direcdo a
solucdo Otima através da minimizacdo da estimacdo instantanea da
superficie de desempenho. Dessa forma, sua complexidade é menor,
porém sendo funcgdo da estrutura e do critério de desempenho utilizado.
Os algoritmos mais difundidos sdo geralmente derivados a partir de dois
métodos (FARHANG-BOROUJENY, 1999, p. 6) (HAYKIN, 1996, p.
9):

e METODO DO GRADIENTE ESTOCASTICO:

Uma forma geralmente empregada na derivacdo de algoritmos
adaptativos para filtros lineares supervisionados é a modificagdo de
métodos iterativos de otimizacdo, como o método do gradiente de
descida mais ingreme. Dessa forma, possibilitam o ajuste iterativo dos
pardmetros do filtro na direcdo da solugdo Otima, através de
aproximacfes empregadas na estimacdo instantanea da superficie de
desempenho. O termo gradiente estocastico visa distingui-los do
método de otimizacdo pelo gradiente de descida mais ingreme
(HAYKIN, 1996, p. 365). O procedimento de atualizacdo nesse caso

consiste em:
Diregdo de\( Ponderagdo d
W(n-+1) = w(n) + |re(_.;ao~e on erf’igao~ a (2.16)
atualizagdo atualizacdo

em que o simbolo p denota o passo do algoritmo e permite controlar o
salto na busca pela solucdo 6tima. O algoritmo Least Mean-Square
(LMS) é o mais difundido.

e METODO DOS MINIMOS QUADRADOS:

Enquanto a solucdo empregada pelo método do gradiente
estocastico se baseia em uma formulacdo estocastica para o problema de
filtragem, a solucdo pelo método dos minimos quadrados representa
uma perspectiva deterministica, através da soma dos quadrados do erro
das estimativas. Algoritmos baseados nesse método convergem mais
rapidamente que o LMS para um sistema invariante no tempo e sinais
estacionérios, e ndo sdo demasiadamente sensiveis & densidade espectral
do sinal de excitacdo. Porém, apresentam uma maior complexidade
computacional e podem tornar-se numericamente  instaveis
(FARHANG-BOROUJENY, 1999, p. 8). Um exemplo de algoritmo
baseado nesse método é o Recursive Least-Squares (RLS), que também
pode ser derivado de forma estocastica.
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2.1.1.1 Algoritmos LMS e NLMS

Em decorréncia da ampla gama de aplicagbes dos algoritmos
LMS e NLMS e de seu uso como padréo na comparacao de desempenho
com outros filtros adaptativos, apresenta-se a seguir uma discussao
sobre ambos, permitindo introduzir o NLMS na andlise do APA.

O algoritmo LMS foi desenvolvido por Widrow e Hoff em 1959
na Universidade de Stanford, sendo o mais difundido algoritmo
adaptativo devido ao seu baixo custo computacional. Pertence a classe
de algoritmos baseados no método do gradiente estocastico.

Sinalde ( ]
Sistema

Entrada .
> Desconhecido
u(n) w°

1

Filtro
>  Adaptativo
w(n)

(

Figura 6 — Diagrama de blocos de um problema de identificagéo de sistema.

Dado o diagrama de blocos do problema de identificacdo de
sistema apresentado na Figura 6, o sinal desejado d(n) é representado
pelo produto interno da resposta ao impulso do sistema desconhecido
W° = [we® wi° ... wy2°]" (de tal forma que w(n) = w® é 6timo no sentido
de Wiener) com o regressor de entrada u(n) = [u(n) u(n-1) ... u(n-N+1)
1", adicionado por um distdrbio r(n), de tal forma que

d(n)=u" (N)W° +r(n). (2.17)
Este distarbio é representado por um processo aleatdrio do tipo ruido
branco, de média zero e variancia o,?, independente do sinal de entrada.

O sinal y(n) corresponde a saida de um filtro FIR transversal
variante no tempo expresso por

y(n) =u" (n)w(n) (2.18)
em que w(n) = [wo(n) wi(n) ... wna(n)]" é o vetor de coeficientes,
representando a resposta ao impulso do filtro. A estrutura do filtro linear
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é similar & apresentada na Figura 1, porém com coeficientes variantes no
tempo. Como ja descrito anteriormente, o erro instantdneo de estimacéao
do processo de filtragem é obtido através da diferenca entre o sinal de
saida do filtro adaptativo e o sinal desejado,
e(n) =d(n)—y(n). (2.19)
Dessa forma, a funcdo de custo segundo o critério do erro
quadratico médio para o sistema da Figura 6 € obtida substituindo-se
(2.17) e (2.18) em (2.19), elevando-se ao quadrado e tomando-se o valor
esperado de ambos os lados da expressao, resultando em:

E f6(n)] = o7 + E {[u (m) [w(n) —w°])2}. (2.20)

O algoritmo LMS realiza a adaptacdo dos coeficientes através de
uma estimativa do gradiente da superficie de desempenho de (2.20).
Nesse sentido, ao invés do erro quadratico médio, é utilizado o erro
instantaneo,

VE{e’(n)} = Ve’ (n) . (2.21)
e aplicando-se o gradiente no erro instantaneo de (2.19), resulta em
oe(n)

ve?(n) = 2e(n)

() 2e(nju(n) (2.22)
Substituindo-se (2.22) em (2.13), tem-se a seguinte equagdo de
atualizacdo dos coeficientes:
w(n+1) =w(n) + wu(n)e(n). (2.23)
Dessa forma, o LMS pode ser visto como uma aproximacdo do
algoritmo de descida mais ingreme, usando apenas os sinais de entrada
disponiveis no sistema a cada iteracdo. Uma limitacdo conhecida do
LMS é que variagbes na poténcia de u(n) levam a variages
significativas no ajuste dos coeficientes, podendo acarretar em
instabilidade. A amenizagdo desse problema é provida pelo algoritmo
NLMS.

Em Sayed (2003, p. 225), o algoritmo LMS normalizado (NLMS)
¢ apresentado como uma aproximagdo instantdnea do método de
Newton. Utilizando-se as seguintes aproximacoes:

R, =u(nu' (n) (2.24)

Pa, = u(n)d(n) (2.25)
em (2.15), e aplicando-se um fator de regularizacdo ¢ para evitar alguma
instabilidade na inversdo da matriz u(n)u'(n), tem-se que
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w(n+1) =w(n) + i el +umu’ ()] ume(n).  (2.26)

A recursdo dos coeficientes requer a inversdo de [ely+u(n)u’(n)].
Porém, como essa matriz € uma modificacdo de posto um de um
maltiplo de uma matriz identidade, sua inversa tem uma estrutura
similar (SAYED, 2003, p. 225). Aplicando-se o lema de inversdo de
matrizes expresso por

[A+BCD]'=A"-A"B[C'+DA'B] DA  (2.27)

tem-se que
8—2

|:8|N +U(n)uT (n)] :é‘illN —m

em que a expressdo no lado direito de (2.28) é uma modificagdo de
posto um de £™ 1y . Multiplicando ambos os lados por u(n), resulta em

u(nu’(n) (2.28)

1, +umu’ )] ugny =—40 2.29

[ely +u(mu’ (n)] u(m) pw (2.29)

e assim, a recursao para os coeficientes do algoritmo NLMS é dada por
u(n)

w(n+1) =w(n) + y———————e(n). 2.30

(n+1) =w(n) AT () (n) (2.30)

Dessa forma, a normalizacdo de u(n) é efetuada através do
denominador do algoritmo NLMS. Uma abordagem alternativa para sua
derivagdo através de otimizacdo local pelo método dos minimos
guadrados é apresentada posteriormente, na Secdo 2.3, consistindo em
uma analise introdutdria para o algoritmo de projec@es afins.

2.2 O Processo Autoregressivo

O processo autoregressivo (AR) é um tipo de processo aleatorio
largamente empregado para modelar ou estimar uma série temporal
associada a algum fendmeno, sendo empregado em diferentes &reas,
como engenharia, biologia, economia, entre outras. Consiste
basicamente na saida de um filtro recursivo IIR causal, estavel, do tipo
all-poles, expresso pela equagéo,

u(n):zlt":laku(n—k)+z(n) (2.31)
sendo ay os coeficientes do filtro, z(n) um processo aleatério branco com
média zero e variancia o,%, definido como inovacdo (FARHANG-
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BOROUJENY, 1999, p. 386). A denominacdo autoregressiva deve-se a
combinacdo linear finita de suas amostras passadas u(n-k), k =1,...,M.

Uma condicdo necessaria e suficiente para garantir a
estacionaridade assint6tica no sentido amplo (WSS) de um processo AR
é que todos os polos do filtro estejam contidos dentro da circunferéncia
de raio unitario do plano Z (HAYKIN, 1996, p. 116). Para o caso
particular de M =1, tem-se que (MANOLAKIS; INGLE e KOGON,
2005, p. 167):

e quando a; =0, u(n)=z(n), resultando em um processo
aleatério branco;

e quando a; =1, o processo u(n) tende a um processo random
walk. Conforme a tende ao valor unitario, o processo torna-se
cada vez mais correlacionado.

Segundo Haykin (1996, p. 110), o processo AR pode assumir
duas configuracdes, sendo caracterizadas pela forma como a entrada e a
saida estdo dispostas:

e Gerador de processo (sintese): aplicando-se um processo
aleatério branco z(n) na entrada do filtro IIR all-poles da
Figura 7.a, assumindo-se um determinado conjunto de
coeficientes que configure um sistema estavel, a saida do
sistema u(n) serd um processo AR. Uma aplicacdo de um
gerador é fornecer a estimativa espectral de poténcia de um
processo randdémico, sendo que um modelo com ordem entre 5
e 10 é suficiente para obter uma estimativa aceitdvel da
densidade de espectro de poténcia para a grande maioria dos
processos  encontrados na  natureza  (FARHANG-
BOROUJENY, 1999, p. 387);

e Analisador de processo (analise): Consiste no reciproco da
configuragdo anterior. Aplicando-se 0 processo AR
mencionado no item anterior na entrada do filtro FIR all-zeros
da Figura 7.b produz-se na saida um processo aleatério branco
z(n). Os zeros (coeficientes) deste filtro localizam-se
exatamente no mesmo local que os p6los do filtro gerador. O
analisador pode ser utilizado como filtro de predicéo linear de
erro com fase minima e, portanto, é inerentemente estavel
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(HAYKIN, 1996, p. 273). Uma aplicacdo possivel consiste na
estimagdo espectral usada para modelar processos aleatdrios
correlacionados, visando encontrar os parametros deste
processo. Por exemplo, pode ser usado na modelagem do trato
vocal para reproduzir o processo natural de producdo de fala.

2(m) Ameostras do
Amostras de processo AR
nido branco
u(n-1)
- -
- -
- -
A 1
=1
;—
=1
_®e uin-M)
(@
Amostras do
processo AR u(n-2)
u(#) ses 3y ! u(p-M)

Amostras de
ruido branco

2(m)

(b)
Figura 7 — Modelo de (a) gerador e (b) analisador de processo (Figura 2.2 de
(HAYKIN, 1996)).

O modelo do sinal de excitacdo de entrada deste trabalho é um
processo gerador AR, enquanto a estimativa dos parametros do pseudo
algoritmo de projec6es afins (PAP) é realizada através de um analisador
pelo método dos minimos quadrados.
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Diversos métodos de estimacdo dos coeficientes de um processo
AR podem ser encontrados na literatura especifica. Dentre eles, pode-se
destacar 0 método de Yule-Walker e o algoritmo de méxima entropia
(método de Burg). O método forward and backward linear prediction
(FBLP), por sua vez, € baseado nos preditores lineares forward linear
prediction e backward linear prediction, que permite a estimacdo de
parametros através de um preditor linear pelo método dos minimos
guadrados (HAYKIN, 1996, p. 506). Esse ultimo apresenta similaridade
com o0 mecanismo intrinseco de descorrelagcdo do pseudo algoritmo de
projecdes afins. No Apéndice A é apresentada uma derivacdo para a
predicdo linear do PAP, baseado no problema de filtragem apresentado
por Haykin (1996).

2.3 O Algoritmo de ProjecGes Afins e o Pseudo APA

Essa secdo apresenta dois importantes integrantes da familia de
algoritmos de projecGes afins: o algoritmo de projecfes afins (APA)
convencional e uma versdo de baixo custo computacional denominada
de pseudo algoritmo de projeces afins (PAP). A formulagdo do APA é
derivada a partir da solugdo de um sistema subdeterminado de equacdes,
conforme descrito em Ozeki e Umeda (1984, p. 22), enquanto o PAP é
obtido com base na estimacdo dos parametros de um processo
autoregressivo, conforme Ozeki e Umeda (1984, p. 21), (BOUTEILLE;
SCALART e CORAZZA, 1999) e Rupp (1998, p. 772).

2.3.1 O APA como a Solugdo de um Sistema Linear Subdeterminado

Considerando-se o problema de filtragem adaptativa da Figura 6,
e substituindo (2.18) em (2.19), tem-se a expressdo para O erro
instantaneo do APA:
€apa (M) =d(N) —U" (N)W 5, (N). (2.32)
Dessa forma, deseja-se determinar o vetor de coeficientes wapa(n+1) a
posteriori que anule o erro eapa(n) causado pelo vetor de coeficientes a
priori, ou seja,que resulta em
u" (N)W o, (N+1) =d(n). (2.33)
Como descrito por Almeida:
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Este é um sistema de uma Unica equagéo com
N incégnitas wo(n+1), wi(n+1), ...,wn.1(n+1).
Tal sistema tem infinitas  solugdes,
caracterizando um sistema subdeterminado.
(ALMEIDA, 2004, p. 31).
Dentro do contexto de infinitas solugBes, podem-se agregar restricdes
gue imponham caracteristicas desejaveis ao vetor de solugdo. Uma
possibilidade é a escolha da solucdo com a menor norma euclidiana da
distancia entre vetores de coeficientes consecutivos, |wapa(n+1)-
wapa(n)|I%, seguindo o principio do minimo distdrbio (ALMEIDA, 2004,
p. 32). QOutra possibilidade, assumindo-se a disponibilidade de P+1
vetores de entrada passados, é expandir a restricdo do erro nulo gerado
pelo vetor de coeficientes a posteriori para uma janela de tempo mais
ampla, como por exemplo:

u' (n)WAPA (n +1) = do (n)

u’ (N=DWpa(n+1) =d,(n) (2.34)

u' (N=P)W,pn (N+1) = d (n).
Assumindo-se que ambas as caracteristicas sdo desejaveis, pode-
se expandir a equacéo (2.33) como

e, (n) =d(n) — U; (MW pa (N+1) (2.35)

em que Uy(n) =[u(n) u(n-1) ... u(n-P)] é uma matriz formada por P+1
regressores, d(n) = [do(n) d1(n) ... dp(n)] € um vetor de P+1 amostras do
sinal desejado na iteragdo (n). Dessa forma, tem-se que ey(n) = Ops1.a,
um vetor coluna de P+1 zeros. Definindo-se um vetor de erro
e(n) = [eapa o(n) €apa_1(N) ... eApA_p(n)]T, tem-se que o erro gerado pelo
vetor de coeficientes a priori é dado por
e(n) =d(n) = U] (W, (n). (2.36)
Seguindo o procedimento adotado por Almeida (2004, p. 33), a
utilizacdo do principio do minimo distirbio através do Método dos
Multiplicadores de Lagrange, sob o conjunto de restricdes apresentado,
resulta em

1
Wopn (N+1) =W o0 (1) + U, ([ UT (MU, ()] e(n).  (2.37)
De forma similar aos algoritmos LMS e NLMS, é desejavel a incluséo
de um passo de adaptacdo, |1, com a finalidade de controlar o processo
de convergéncia. Assim, a equacdo de atualizacdo do algoritmo de
proje¢des afins convencional (APA) é definida como:
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W (N+2) =W, (1) + 40, M[UT (MU, (M) ] e(n).  (2:38)

Almeida (2004, p. 35) cita que “o algoritmo NLMS pode ser
considerado um caso particular do algoritmo APA, quando é utilizado
apenas um vetor de entrada (P = 0)”. Dessa forma, se Uy(n) = [u(n)],
tem-se a equacdo de atualizacdo dos coeficientes do algoritmo NLMS,

u(n)
Wyiws (N +1) =Wy ys () + ﬂmemms(n) (2.39)
e, portanto, Wapa(n) = WyLms(n) € eapa(n) = enms(n). Uma interpretacao
geométrica € apresentada no Anexo A, demonstrando o procedimento de
ortogonalizacdo do APA para P = 1 e a relagdo com o NLMS.

Devido a reutilizagdo de regressores e do sinal desejado, 0s
algoritmos da familia de projecdes afins sdo também denominados por
algoritmos de reuso de dados (SAYED, 2003). Para interessados em
uma interpretacdo alternativa do processo de ortogonalizacdo do APA, a
Subsecdo 2.2.1 de (ALMEIDA, 2004, p. 36) apresenta tal abordagem
através do método de Gram-Schmidt. Finalmente, a equacéo de recursao
dos coeficientes do algoritmo APA (2.37) pode ser derivada também
através do gradiente estocastico utilizando o método de Newton de
(2.15), conforme demonstracdo em Sayed (2003, p. 238).

2.3.2 O Pseudo Algoritmo de ProjecGes Afins - PAP

Em Ozeki e Umeda (1984, p. 21) é apresentado um novo
algoritmo adaptativo que introduz uma inovagdo geométrica em relacéo
ao algoritmo NLMS (learning identification).

Conforme descrito em Almeida (2004, p. 41), assumindo-se 0
algoritmo de projecdes afins com passo unitario e P =1, a direcdo de
atualizacdo do vetor de coeficientes pode ser obtida subtraindo-se, do
vetor de entrada u(n), a sua proje¢do no vetor de entrada anterior u(n-1).
Este processo resulta no vetor ¢(n), que é ortogonal a u(n-1), e pode ser
definido por:

¢(n) =u(n) - R, (Mu(n) (2.40)
em que Py(n) é o operador de projecdo no subespaco formado pelo vetor
u(n-1), ou seja
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u(n-Hu’ (n—1
Pu(n)z—f Ll ).
u (n=Yu(n-1)
Assim, pode-se observar que o ajuste Aw(n) =w(n+1)-w(n) é realizado

na direcdo do vetor ¢(n), e ndo mais na direcdo de u(n) Anexo A, de
forma que

(2.41)

T _

u (nNw(n+1)=d(n) (2.42)
w(n+1) —w(n) = pd(n).

Multiplicando-se a segunda equacéo de (2.42) por ¢'(n) e isolando p,

obtém-se

() _
p= 700 [W(n +1) W(n)]. (2.43)
Pds-multiplicando a transposta de (2.40) pelos vetores a
posteriori w(n+1) e a priori w(n), tem-se que
{¢T (mw(n+1)=u" (nw(n+1)—u" ()P, (n)w(n +1)
¢" (Mw(n) =u" (n)w(n) —u’ (NP, (n)w(n)
em que utilizando (2.44) em (2.43) e assumindo-se que Py(n)[w(n+1)-
w(nm)] = pPy(n)$(n) = Onxi, Obtém-se

(2.44)

o u'(n) B
p_—¢T 000 [W(n +1) W(n)]. (2.45)

Substituindo-se u'(n)w(n+1) =d(n) e d(n)-u'(n)w(n) =e(n) em
(2.45), resulta em

e(n)
= . 2.46
oo (249
Finalmente, substituindo-se (2.46) na segunda equacéo de (2.42),
obtém-se a equacdo de atualizacdo do vetor dos coeficientes w(n+1)
para 0 PAP com passo unitario e P = 1, expresso por

w(n+1) =w(n)+ Tq)&e(n). (2.47)
¢ (Ne(n)

As simulagbes realizadas por Ozeki e Umeda (1984)
demonstraram que para um sinal de excitacdo AR de primeira ordem, o
algoritmo proposto apresentou uma significativa melhora de
desempenho quando comparado ao algoritmo NLMS. Posteriormente,
Rupp (1998) expandiu esses resultados, concluindo que "se u(n) é um
processo AR de ordem P, &(n) é uma estimativa dos seus coeficientes

AR, e ¢(n) é um vetor cujos elementos sdo estimativas de um processo
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aleatorio branco” (RUPP, 1998, tradugdo nossa). 1sso se deve a estrutura
de um analisador AR.

A equacdo (2.41) pode ser generalizada de tal forma que o vetor
¢(n) seja ortogonal ndo apenas a um vetor passado, mas a P vetores do
sinal de entrada Apéndice A de forma que

P, =U@[U"(MU@M] U (M =U"(U" () (248)
em que U(n) = [u(n-1) u(n-2) ... u(n-P)] e
U™ (n) =Um[ U mum]" (2.49)
é a pseudo inversa de Moore-Penrose de U(n).

A formulacéo para o vetor ¢(n), como erro de estimativa de um
preditor linear Apéndice A, é obtida substituindo-se (2.48) em (2.40),
resultando em

¢(n) =u(n) —U(n)a(n) (2.50)
em que a(n) é a estimativa dos minimos quadrados do processo
autoregressivo, conforme equagéo (A.15),

&(n) =[U" (MU(n)]™U" (n)u(n) (2.51)
sendo que U'(n)U(n) deve ter posto completo.

Substituindo-se um vetor coluna de N amostras do processo AR
(2.31) em (2.51) obtém-se

an)=a+[U" (MU ] U" (n)z(n) (2.52)

em que a sdo os coeficientes do filtro utilizado no processo AR e onde
observa-se que z(n) possui dependéncia algébrica com os P vetores
passados u(n-i), para i=1,...,P, que compdem U(n). E, finalmente,
substituindo (2.31) e (2.52) em (2.50), tem-se que
o(n) =[1-P, (M]z(n) =P, (n)z(n) (2.53)
em que o operador de projecdo Py(n), definido em (2.48), atua no
subespaco formado pelas colunas de U(n) e P, (n) é a matriz de projecao
no subespaco ortogonal complementar (APENDICE A). Entéo,
[...] o vetor z(n) pode ser descomposto como
zy(n)+z.(n), sendo zy(n) = Py(n)z(n) e
z1(n) = P.(n)z(n). Dessa forma, apenas zy(n) é
algebricamente dependente de U(n). Além disso,
desde que {z(n)} seja uma sequéncia de ruido
branco, a poténcia de z(n) é igualmente distribuida
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por suas N dimensdes. Assim, apenas a poténcia
da parcela z(n) que é projetada no subespaco P-
dimensional definido por U(n) é responsavel pela
dependéncia entre z(n) e U(n). (ALMEIDA, 2004,
p. 60)

Dessa forma, para sinais de entrada autoregressivos (AR) e passo
unitario, o algoritmo PAP consiste na seguinte sequéncia de operagdes:

1.

atualizagdo da matriz U(n):

U(n) =[u(n-1) u(n-2) --- u(n—P)]

estimacdo do processo AR por minimos quadrados:

am=[uwmumﬂ*uwmum)

determinacdo da direcdo de atualizacdo dos coeficientes:

¢(n) =u(n) - U(n)a(n)

avaliagdo do erro de estimag&o:

e(n) =d(n)-y(n)

atualizagdo do vetor de coeficientes:

o(n)
¢' (M(n)

w(n+1) =w(n)+

e(n).

2.3.3 Propriedades do Algoritmo de Projecdes Afins Convencional

De acordo com Rupp (1998) e Almeida (2004, p. 49), as
principais propriedades do APA séo:

1. descorrelaciona as amostras do sinal de excitacdo

(propriedade de pré-branqueamento), através de um
processo interno de branqueamento, reduzindo, desta
forma, o tempo de convergéncia (RUPP, 1998);

0 ruido de medida é modificado por uma filtragem linear,
aumentando sua influéncia sobre o erro em excesso (RUPP,
1998);

a velocidade de convergéncia é independente da poténcia
do sinal de excitagdo (ALMEIDA, 2004, p. 35) devido a
normalizacéo do vetor de entrada na equacdo de atualizacéo
dos coeficientes.
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2.3.4 Custo computacional dos algoritmos APA e PAP

O custo computacional do algoritmo APA é apresentado na
Tabela 1, sendo uma funcdo da ordem do algoritmo (P ou K = P+1) e do
numero de coeficientes (N), e considerando-se sinais representados no
dominio dos ndmeros reais. As informacdes contidas nessa tabela se
baseiam na analise do custo computacional do algoritmo g-APA, uma
versdo mais estavel do APA, descrito em Sayed (SAYED, 2003).

Tabela 1- Custo computacional estimado por iteracdo do APA para sinais de
ntmero real, em termos do ndmero de multiplicagdes e adigdes reais.

Multiplicagdes Somas
U, (n)Uy(n) K°N K?(N-1)
OO K® K®
y(n) = U, (n)w(n) KN K(N-1)
e(n) =d(n) —y(n) K
[U" (mUu(n)] ™ e(n) K K(K-1)
Uu(m[U," (NUu()] ™ e(n) KN N(K-1)
w(n+1) N
TOTAL (K*+2K)N+K+K (K*+2K)N+K>

De forma andloga, o custo computacional do algoritmo PAP é
apresentado na Tabela 2.
Tabela 2- Custo computacional estimado por iteracdo do PAP para sinais de
ntmero real, em termos do ndmero de multiplicagdes e adigdes reais.

Multiplicaces Somas
U'(n)Uu(n) P°N P*(N-1)
[U'(mU(m]™ P’ P’
U'(n)u(n) PN P(N-1)
a(n) P’ P(P-1)
U(n)a(n) PN N(P-1)
$(n) = u(n) — U(n)a(n) N
¢'(N)o(n) N N-1
y(n) = u'(nw(n) N N-1
e(n) = d(n) —y(n) 1
o(n).e(n) / [¢" (Mo(n)] N
w(n+1) N
TOTAL (P*+2P+3)N+P° | (P*+2P+3)N +P°-

+P? 2P-1
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A analise realizada em ambas as tabelas considera gue a inversao
da matriz KxK e PxP necessita de O(K®) e O(P°) operacdes,
respectivamente.

Como em casos de aplicacdes praticas em tempo real, N >>P, e
geralmente P possui um valor baixo, tem-se que para P ={1,2,3}, e
K =P+1, o seguinte nimero de operacBes é necessario para cada
algoritmo, a cada iteracao.

Tabela 3- Namero aproximado de operag6es do APA e PAP por iteragdo, para
P={1,2,3} e considerando-se N >> P.

P APA - O[(K*+2K)N] | PAP - O[(P*+2P+3)N]
1 8N 6N
2 15N 11N
3 24N 18N

Dessa forma, a reducdo obtida no nimero de operacGes
(multiplicacbes e somas) a cada iteracdo pelo PAP é de
aproximadamente 25% , em relagdo ao APA. Salienta-se que conforme a
ordem aumenta essa diferenca entre os dois algoritmos & menos
significativa. Dessa forma, no presente trabalho, o algoritmo PAP é
descrito como uma solugdo de baixo custo computacional, conforme
apresentado em Gonzalez et al. (2012).
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3 DEFINICAO DO PROBLEMA

Este capitulo estabelece inicialmente as hipoteses simplificadoras
e estatisticas utilizadas nos modelos anteriores de Bershad; Linebarger e
McLaughlin (2001) e Almeida (2004). Em seguida, é apresentada a
descricdo do problema e a formulagdo matematica proposta para sua
solucdo, resultando em uma nova relacdo deterministica mais acurada
para o comportamento do pseudo algoritmo de projecoes afins.

3.1 Introducé&o ao Problema

Em Bershad; Linebarger e McLaughlin (2001) e Almeida (2004)
foram apresentados modelos analiticos para 0 comportamento médio dos
coeficientes e erro quadratico médio do pseudo algoritmo de projecOes
afins. Em virtude da utilizacdo de passo unitario, esses modelos foram
assumidos validos também para o algoritmo de projecdes afins, e
apresentaram excelente acuracia em relacdo a simulagdo Monte Carlo
para todos os casos analisados. Entretanto, o0 uso extensivo desses
modelos revelou imperfei¢des na previsdo do comportamento do
algoritmo para certas combinacfes de pardmetros (COSTA et al.,
2012a). Nessas condicoes, verificou-se adicionalmente uma discrepancia
entre o comportamento do APA e do PAP, contrariando as afirmaces
de Bouteille; Scalart e Corazza (1999) sobre a equivaléncia de
desempenho no caso de passo unitario. Essas observacdes levaram ao
guestionamento do mérito das consideracfes e aproximacOes utilizadas
na obtencdo dos modelos analiticos anteriores, apresentadas a seguir.

3.2 Considerac@es para a Analise do PAP

Devido a complexidade de anlise do PAP, é necesséario
estabelecer simplificaces, hipoteses e aproximacGes adequadas para
gue sejam derivados modelos tedricos que permitam o entendimento do
comportamento do algoritmo nas diversas situagdes de aplicagdo. Esta
secdo apresenta as consideracdes utilizadas nos trabalho anteriores e que
colaboram nesse sentido.
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A seguir sdo apresentados 0s requisitos fundamentais para que o
novo modelo possa ser derivado:

Passo de adaptacdo unitario, i = 1;

O sinal de excitagdo u(n) é assumido perfeitamente modelado
por um processo autoregressivo (AR). Esse requisito é
associado ao mecanismo de predic¢do linear do algoritmo PAP
derivado na Se¢do 2.3 e demonstrado no Apéndice A,;

O distarbio da planta r(n) é representado por um processo
aleatério de média zero, independente e identicamente
distribuido (i.i.d.);

A ordem do PAP e do processo autoregressivo que modela o
sinal de entrada sdo idénticas (P = M);

A planta e o filtro adaptativo possuem o mesmo nimero N de
coeficientes;

A estrutura do filtro adaptativo é FIR transversal;

Sinais possuem amplitude representada no dominio dos
ndmeros reais.

3.2.1 Hipdteses Simplificadoras e Estatisticas

As hipéteses simplificadoras a seguir foram utilizadas no modelo
derivado em Almeida (2004, p. 52):

1.

2.

3.

O sinal de excitacdo do processo AR z(n) é estacionario,
branco, Gaussiano, com variancia o,° € média zero;

O sinal autoregressivo u(n) é estacionario, Gaussiano, com
variancia ,°e média zero;

Assume-se que os vetores z(n-k) e w(n-p) sdo estatisticamente
independentes em quaisquer k e p;

Assume-se que o0s vetores z(n-k) e z(n-p) sdo estatisticamente
independentes para k diferente de p;

Assume-se que os vetores de direcdo ¢(n-k) e ¢(n-p) séo
independentes para k diferente de p.
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Com relagdo a hipdtese nimero dois:

[...] ¢é frequentemente utilizada na andlise
estatistica de algoritmos adaptativos, na forma da
teoria da independéncia (MAZO, 1979). Na teoria
da independéncia considera-se que os vetores de
entrada (regressores) sdo independentes, o que ndo
é verdadeiro em aplicagGes que utilizam estruturas
com linha de retardo. Nestes casos, 0 vetor de
entrada é preenchido amostra a amostra, existindo
apenas a diferenca de um elemento entre dois
vetores consecutivos. Entretanto, a teoria da
independéncia leva a resultados satisfatérios em
diversas situacbes de aplicacdo pratica dos
algoritmos estocasticos. (ALMEIDA, 2004, p. 52)

Adicionalmente, sdo assumidas as seguintes hipoOteses e
proprriedades estatisticas definidas em Bershad; Linebarger e
McLaughlin (2001) e Almeida (2004, p. 59):

H1: O nimero de coeficientes do filtro adaptativo é grande o
suficiente para considerar que N >> P, ou seja, 0 nimero de
elementos do vetor é muito maior que o nimero de vetores
passados que formam a matriz U(n). Usualmente é o caso
para sistemas com resposta ao impulso longa, uma vez que P
tende a ser limitado pela complexidade do algoritmo
(ALMEIDA, 2004, p. 60);

H2: Assume-se que a dependéncia estatistica entre o vetor
z(n) e a matriz U(n) pode ser desprezada, com base na
hipotese H1 e nas conclusdes apresentadas na citacdo apos a
equacdo (2.53). Esta hipotese é suportada em Bershad,;
Linebarger e McLaughlin (2001) e Almeida (2004, p. 60);

H3: Os vetores ¢(n) e w(n) sdo considerados estatisticamente
independentes. Esta hipGtese € similar & hipotese da
independéncia (MAZO, 1979), quando aplicada a um sinal
branco utilizando um filtro adaptativo em linha de retardo
(ALMEIDA, 2004, p. 60);
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e H4: O vetor ¢(n) é aleatorio, Gaussiano e de média zero. A
equacdo (2.53) mostra que cada componente ¢(n-i) do vetor
¢(n) €& determinada pela expressdo =V P z(n-j+l).
Assumindo-se a hipdtese H1 e tendo-se que o vetor de
inovagOes z(n) é um processo aleatorio do tipo ruido branco
(um analisador AR), as variaveis aleatorias desse somatorio
sdo independentes. Dessa forma, pelo teorema do limite
central (MAZO, 1979), a distribui¢éo de ¢(n) tende para uma
Gaussiana para valores elevados de N. Como z(n) é de média
zero, ¢(n) também serd média zero (ALMEIDA, 2004, p. 61).

Da hipdtese H3, tem-se ainda que os elementos do vetor
¢o(n) = [In-Pu(n)]z(n) = P.(n)z(n) em (2.53) sdo estimativas de uma
sequéncia de ruido branco z(n) = z,(n)+z,(n) em que z,(n) = Py(n)z(n) e
z,(n) =P(n)z(n). Sendo z(n) um processo aleatério branco, a poténcia
de z(n) é igualmente distribuida por suas N dimensfes e z,(n) é um
vetor com energia apenas em N-P dimensdes do espaco N-dimensional,
enquanto z,(n) contribui com energia nas P dimensdes restantes. Assim,
a matriz de correlagdo do vetor ¢(n) é expressa pela igualdade
E{¢(n)$'(n)} = E{z.(n)z."(n)}, resultando em (ALMEIDA, 2004, p.
61):

N_Pale. (3.2)

R,,(n) £ E {¢(Me' ()} ~

3.3 O Efeito de Inicializagdo do PAP

Conforme descrito anteriormente, os modelos tedricos de
Bershad; Linebarger e Mclaughlin (2001) e Almeida (2004) foram
fundamentados - adicionalmente as hipo6teses da Secdo 3.2 - pelas
relacdes deterministicas propostas em Rupp (1998). Essa secdo
apresenta uma nova derivacdo para essa relacdo, considerando todos 0s
instantes do comportamento do pseudo algoritmo de projecdes afins.

Utilizando-se as equagbes (2.17), (2.18) e (2.19) do filtro
adaptativo, e (2.47) e (2.50) utilizadas na atualizacdo dos coeficientes do
algoritmo, respectivamente,
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d(n)=u" (N)w° +r(n)
y(n)=u" (n)w(n)
e(n)=d(n)-y(n)
$(n)

w(n+1) =w(n)+ & (o) e(n)
¢(n) =u(n) - U(n)a(n)
e definindo-se o vetor de erro dos coeficientes como

v(n) =w(n)-w’ (3.2)
sendo que w° é o vetor de coeficientes 6timos da planta no sentido de

Wiener, chega-se a seguinte expressao deterministica para a recursao do
vetor de erro dos coeficientes (ALMEIDA, 2004, p. 56):

T
o () oy SO() (33)
¢ (N)¢(n) ¢ (Né(n)
Isolando-se u(n) em (2.47) e substituindo a sua transposta em (3.3),
obtém-se que

v(n+1)=v(n)—

o ()
¢ (V(m) 3.4)
_ ¢(n)é'T (n) UT (n)V(n) + r(n)¢(n) .

¢ (n)$(n) ¢ (M)d(n)

v(n+1) =v(n) -

Em Rupp (1998, p. 772) é apresentado o seguinte conjunto de
relagdes deterministicas, obtido através da pré-multiplicacdo de ¢’(n),
u?(n) e U%(n) em (3.3), resultando em

¢" (N)v(n+1) =" (N)v(n) —u(n)v(n) +r(n) (3.5)
u’ (n)v(n) =r(n) (3.6)
U™ (n)v(n+1) =U" (n)v(n) (3.7)

sendo que a derivacdo € apresentada na Subse¢do 3.4 de Almeida
(2004). Substituindo (3.6) recursivamente em (3.7), chega-se a uma
relacdo deterministica dada por

U (n)v(n)=r(n-1) (3.8)
em que r(n-1)=[r(n-1)r(n-2)..r(n-P)]" é o vetor de amostras
passadas de ruido.



60

Assim, aplicando (3.8) em (3.4) tem-se que

om0 (n) $(n)
v(n+1) =v(n) & (M0 v(n) + T r,(n) (3.9)
sendo definida uma sequéncia de ruido filtrado como (RUPP, 1998)
r.(n)=r(n)—-a' (n)r(n-2). (3.10)

Dessa forma, Rupp apresenta as propriedades béasicas de pré-
branqueamento, filtragem do ruido e controle de convergéncia (versdo
normalizada do vetor de entrada) do algoritmo desenvolvido por Ozeki e
Umeda (1984).

Com base neste trabalho, os modelos desenvolvidos por Bershad;
Linebarger e Mclaughlin (2001) e Almeida (2004) foram desenvolvidos
a partir da equagdo (3.9). Entretanto, indicios de imprecisGes foram
detectados no transiente inicial do modelo obtido. Dessa forma,
verificou-se que para U'(n)v(n+1)} = = U'(-1)[w(0)-w°] (antes da
primeira atualizagdo dos coeficientes), a associagdo entre as equagdes
(3.7) e (3.8), que resultaria em r(-2), ocasiona uma desigualdade. A
partir dessa constatacdo, e considerando a recursividade na adaptacdo
dos coeficientes, fez-se necessario a expansdo de (3.8) nos primeiros
instantes do processo de adaptacdo, conforme apresentado a seguir.

Diferentemente do procedimento realizado para obter (3.4), o
qual ndo leva em consideracdo o instante anterior & primeira atualizacéo
dos coeficientes, sdo utilizadas condicdes para todo n, isto &,

=w(0) -w’ paran<0
(= e’ ()
v =1~ g e ' (3.11)
—MUT(n)V(nHM paran=>0
¢ (n)o(n) ¢ (n)$(n)

sendo que w(0) sdo as condices iniciais do vetor de coeficientes.

Inicialmente, nesta secdo, o indice i sera empregado para indicar
os vetores coluna da matriz U(n), sendo 1 <i < P. Para n <0, antes que
0 algoritmo realize a primeira adaptacdo, tem-se que as linhas de
UT(n)v(n) séo expressas por

u' (n-i)v(n)=u" (n—i)[ w(0) ~w° | paran<0 (3.12)
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Para n> 0, a avaliacdo de U'(n)v(n) é obtida pré-multiplicando
(3.11) por u'(n) , o que resulta em

=u' (n)[W(O) —WD] paran<0

"y _ U (Mg’ ()

T O ey

e ——UT(Q)MH)&T(”) U™ (n)v(n) &1
¢ (N¢(n)

L Fmu (n)(n)
¢" (Mo(n)
sendo que isolando u(n) em (2.50) e substituindo sua transposta em

(3.13), levaa

paran=>0

=u' (n)[w(O) - W°:| paran <0
=¢" (n)v(n)+a" (n)U" (n)v(n)
-0 (n)v(n)
_aT (MU' (né(n)e’ (n) v(n)
U (Mv(n+1) = ¢" (Mé(n) (3.14)
—a" (n)U (n)v(n)
_&T (MU’ (n)e(n)a’ (n) U™ (v(n)
" (M(n)
r(n)a’ (n)u’ (n)¢(n)
o' (n)d(n)

+r(n) +

paran>0.

_ Aplicando a  ortogonalidade  vetorial, UT()¢(n) = Opys
(APENDICE A), em (3.14), resulta em

u" (v(n +1) = {UT (m[w(0)-w" | paran <0
r(n) paran>0.

(3.15)

A seguir, a equacdo (3.11) é pré-multiplicada por U'(n), o que
resulta em



62

= U (n)[w(0) - w" | paran <0
T U™ (n)¢(n)¢' (n)
=U" (n)v(n) - va)
U mvin+1) = _UT(me(ma’ (n) U (n)v(n) paran > 0. (310
" (n)d(n) -
N r(n)uU’ (n)e(n)
o' (n)d(n)

Aplicando-se novamente a condicdo de ortogonalidade entre ¢(n) e o
subespaco formado pelas colunas de U(n), tem-se que

U (e +3) = {z UT(n)[w(©)-w°’]  paran<0

(3.17)
=U" (n)v(n) paran > 0.

Os elementos de (3.17) para n>0 e 0<i<P, podem ser
eXpressos como

u'(n—iv(n+1) =u" (n—i)v(n) para n>0, 1<i<P. (3.18)

Exemplos de (3.18) para os instantes 0<n<3 e 0<i<P sfo
apresentados na Tabela 4.

Tabela 4- Exemplos de (3.18) para0<n<3e0<i<P.

n=0 n=1 n=2 n=3

P21 uTg-l)v(l) UTQO)V(Z) uTgl)v(3) uT$2)v(4)
=u (-1)v(0) | =u (0)v(1) =u (Hv(2) =u (2v(3)

. uTg-Z)v(l) uTg-l)v(Z) uT@v(s) uTgl)v(4)
=u (-2v(0) | =u (-1)v(1) =u (0)v(2) =u (1)v(3)

oli=3 uTg-s)v(l) uTg-z)v(z) uTg-l)v(s) uTQO)v(4)
=u (-3)v(0) | =u (-2v(1) | =u (-Dv(2) =u (0)v(3)
- u'(-P)v(1) u'(1-P)v(2) | u'@-P)v(3) | u'(3-P)v(4)

=R 0TEPv0) | = u'@-PV) | = u'@-PV() | = u'(3-P)v(3)

Na Tabela 4, verifica-se que os elementos das diagonais
(apresentados na mesma cor) constituem uma série de igualdades, de
forma que
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u" (=Dv(0)=u" (-Dv(D)=u" (-1)v(2)
u (O)v() =u"(O)v(2) =u" (0)v(3)
u"@Ov(2) =u’@Qv(3) =u" 1)v(4)
u" (2v(3) =u"(2v(4) =u’ (2)v(5)

" paran>0 (3.19)

e portanto, tem-se que a seguinte igualdade ¢ valida:

o (- V() :{u (n— i)[W(O) —W"] paran>0en<i-1 (3.20)

u' (n=iv(n—i+1) paran>0en>i-1.

Adicionalmente, as linhas de U'(n)v(n) em (3.12) podem ser
expressas como

u' (n—iv(n) = {: u'(n-i)[w(0)-w"] paran<0

(3.21)
=u' (n-i)v(n) paran>0

sendo que utilizando (3.20) em (3.21), obtém-se
=uT(n—i)[w(O)—w°} paran <0
u'(n—iv(n)=4=u"(n- i)[W(O) —w‘q paran>0en<i-1 (3.22)
=u'(n-i)v(n—-i+1) paran>0en>i-1.

Por outro lado, devido a caracteristica escalar de (3.15), tem-se
gue substituindo n por n-i, resulta em

0 (N —v(n—i +1) = {u (n— i)[W(O) —W°] paran <i (3.23)
r(n—i) paran>i.
Finalmente, substituindo (3.23) em (3.22), chega-se a
:uT(n—i)[W(O)—W°] paran <0
u' (n—i)v(n) =<=u"(n-i)[w(0)-w° | paran>0 e n<i (3.24)

=r(n-i) paran>0 e n>i

sendo que essa igualdade é demonstrada graficamente através da Tabela
S5paraP=4e0<n<4,
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Tabela 5- Relag#o iterativa de igualdade de u'(n-i)v(n) em (3.24) para o PAP.

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4

i=1 | u'(-1)v(0) r(0) r(1) r(2) r(3)

pli=2 [ U(2v(0) [u'(Hv(0) | r(0) r(1) r2)

i=3 | u'(-3)v(0) | u'(-2v(0) | u'(-1)v(0) r(0) r(1)

i=4 | u'(-4)v(0) | u"(-3)v(0) | u'(-2v(0) | u'(-1)v(0) r(0)
Na Tabela 5, em vermelho, estdo marcados os elementos

correspondentes & inicializagio do algoritmo e em verde os referentes as
amostras do ruido de medida. Cada coluna da Tabela 5 corresponde aos
elementos do vetor U'(n)v(n) a cada iteracdo. Assim, a equago (3.24)
pode ser expressa por

u' (n—i)v(n)=r(n—i)+q,(n) (3.25)
sendo que o elemento g;(n) visa produzir os elementos em vermelho na
Tabela 5 para n > 0, e portanto,

g (n) =[u" (n=i)v(0) —r(n—i) Ju ,(i—n) (3.26)
em que u_(k) é uma fungdo degrau unitério (1 se k>0 e 0 para outros
valores de k) e 1<i<P. Os elementos g;(n) podem ser expressos na
forma vetorial como

q(n) =Q(-n+[ UT (MV(0) -r(n-1) ] (3.27)
tendo introduzido uma matriz deterministica variante no tempo Q(-n+1),
de dimensdes P x P, definida por

u_,(-n) 0 0
Qnspe| O WM ° (3.28)
0 0 . uy(-n+P-1)

A matriz Q(-n+1) é diagonal e a medida que o tempo (n) evolui,
os elementos de sua diagonal principal tornam-se sucessivamente nulos.

Expressando (3.25) na forma vetorial, resulta em

U™ (n)v(n) =r(n-1) +q(n) (3.29)
e substituindo (3.27) em (3.29), tem-se que
U™ (n)v(n) =r(n—1) + Q(-n+1)U" (n)v(0) (3.30)

- Q(=n+Dr(n-1).
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A equagdo (3.30) estende o resultado de Rupp (1998) apresentado
em (3.8), de forma a considerar todas as etapas do processo de
adaptacdo (transitério e regime permanente) para o pseudo algoritmo de
projecdes afins. Como pode ser visto através de (3.28), esse efeito
ocorre até a iteracdo n =P-1 e consequentemente a inicializacdo do
algoritmo influencia o comportamento do algoritmo. O termo q(n) €é
uma consequéncia do Efeito de Inicializacdo, cujo resultado pode ser
visualizado através dos itens em vermelho na Tabela 5.

3.4 A Relacdo entre APA e PAP

Como descrito na introducdo deste capitulo, inicialmente uma
analise numérica extensiva indicou a existéncia de uma disparidade na
convergéncia dos algoritmos APA e PAP, contrariando as afirmacfes de
Bouteille; Scalart e Corazza (1999) sobre a equivaléncia no desempenho
para 0 caso de passo unitério. Esta se¢do demonstra que a condigdo de
passo unitario é necessaria, porém nao é suficiente para que ambos 0s
algoritmos apresentem o mesmo comportamento.

Preliminarmente, a relagdo entre o erro obtido com a atualizagio
a posteriori ey(n) e a priori e(n) dos coeficientes do algoritmo APA é
obtida substituindo (2.38) em (2.35),
e,(n)=d(n) — U} ()W 45, ()
e(n)

- KU (MU, M UF (MU, (] " e(n) (3:31)

=e(n) — ulp..e(n)
sendo que UT,(N)Uy(n)[UTu(n)Uy()]™ = 1,1 € 0s dois primeiros termos
a direita da primeira igualdade de (3.31) podem ser expressos por (2.36).
Dessa forma, (3.31) resulta em

e, (n) = (1- p)e(n). (3.32)

Considerando-se o uso de passo unitario em (3.32), e definindo-se
que Uy(n) =[u(n) U(n)], tem-se que o erro ocorrido em w(n+1),
utilizado nas restricbes da minimizacdo dos minimos quadrados pelo
método de Lagrange (Almeida, 2004) na equacdo (3.38), é expresso por
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(3.33)

() :[ r(n)-u’ ()Y, (0 +) }: O
r(n-1)-U" (nNva(n+1)

em que Opi1,; € um vetor coluna composto de zeros. Na iteracdo
anterior, tem-se que o erro a posteriori em funcdo de vapa(n) é obtido
por

e,(n-1)

n>0 -

~ { r(n-1)- :JT (MVpen (M) }: 0(p+1)x1- (3.34)
rn-P-)—u (=P -1V, (n)

Porém, uma inicializacdo arbitraria de w(0), antes da primeira iteracdo
de atualizagdo do algoritmo, provavelmente ndo ira satisfazer a relagéo
entre o vetor de amostras passadas de ruido e U(n)v(n), de forma que

=D UT(M) Wi (0) -
<0 r(n—P—l)—uT(n—P—l)[WAPA(O)—W"J
em que Wapa(0) sdo as condigdes iniciais do filtro adaptativo.

e,(n-1)

} (3.35)

De forma similar, expandindo-se (2.36), tem-se que

e(n) _ |: r(n) - UT (n)VAPA (n) :| _ |: €ara (n)

r(n-1)-UT(Vvea(n) | r(n—l)—UT(n)vApAmJ (339

em que eapa(n) é o primeiro elemento escalar do vetor de erro e(n) do
APA, obtida em (2.32). Desse modo, considerando a relagéo entre o erro
gerado pela atualizacdo dos coeficientes a priori e a posteriori, e
substituindo as linhas 1 a P de (3.34) e (3.35) nas linhas 2 a P+1 de
(3.36), leva ao seguinte resultado:

I: eAPA(n) ] / 0
= T WO p n<
o) [OD-Y ()] W0 (0) —W° | -
eAPA(n)
:{ 0 } p/ n>0

em que Op,; é um vetor coluna composto de P zeros. Dessa forma, tem-
se que o erro na atualizagdo a priori dos coeficientes do APA, a partir de
sua primeira iteracdo, serd composto de um Unico elemento de erro
escalar, representando o erro ocasionado a cada nova iteragao.

A luz dessa informacgdo, a equagdo (2.38) pode ser reescrita no
instante n = 0, utilizando (3.37), resultando em
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1 ole
wAPA(n+1>|nO=wAPA(n>+{u:<n){o } u:(n){1 ﬂ

eAPA (n) ]
| r(0=1) = U)W (0)~ ]

(3.38)

e apds a primeira atualizacdo dos coeficientes por

=wApA(n>+{u:<n){01 | u:(n)ﬁ*"ﬂ ) a3

W ppa (N+1)

em que Oy, € um vetor linha de P zeros, 1p € uma matriz identidade de
dimensées P x P, e U",(n) é a pseudo-inversa de Moore-Penrose de
Uu(n)y

U; (M =U, MU (mu,m]". (3.40)

O primeiro elemento no segundo termo a direita de (3.38) e (3.39)
U*,(N)[1 Op.1]", é derivado em Almeida (2004), sendo demonstrado &
seguir. Pré-multiplicando-se ¢(n) por UTy(n), resulta em

T _{u"m _| uT(mé(n)
U, (n)¢(n) = {UT (n)} o(n) = {UT (M (n)} (3.41)

e pré-multiplicando-se ¢(n) por u'(n), com o transposto de (2.50), tem-
se que

u” (Me(n) =[¢' (n) +a" (MU' (n) [o(n) = ¢" (We(n).  (3.42)

Uma vez que U(n)a(n) é ortogonal a ¢(n), ou ainda
UT(n)¢(n) = Opy1, em virtude de ¢(n) ser ortogonal a todos os vetores
coluna de U(n), a substituicdo de (3.42) em (3.41), resulta em

WOIGE {“’ (”)4’(”)}

Ole
Pré-multiplicando ambos os lados de (3.43) por U™,(n), tem-se

. " (n)d(n
U; (U] (n)¢(n>=uu(n){¢ (el )}
P>l
A matriz U,*(n)U,"(n) é a matriz de projecdo no espaco das
colunas de Uy(n), que é composta pelos vetores coluna u(n), u(n-1), ...

(3.43)

(3.44)
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u(n-P). Como ¢(n) esta contido no espaco das colunas de Uy(n), o lado
esquerdo da equacdo é igual a ¢(n). Assim,

o(m) = o7 (n)d;(n)u:(n)L)1 } (3.45)
logo,
. 1 é(n)
U =", 3.46
“(n){opj & (o) 549
Dessa forma, substituindo (3.46) em (3.38) e (3.39), resulta em
=W 0 (0) p/ n<0
_ ¢(n) I n=0
W apa (N) + _¢T () €apa (N) p/n
Wpa (N+1) = 0
+ UJ(”){ 11:’ }[r(n -)-U’ (n)[WAPA(O) - W°ﬂ
_ o(n)
=W pa (N) + —¢T (o) Eapa () p/ n>0
(3.47)

podendo ser reescrita para n > 0 como

%eAPA (n) +x(n) (3.48)

Wapa (N +1)|n20 =Wppa (N) +

sendo a notacdo k(n) definida por
k(n) 2 U;(MQ, (N {r-D-U' ([ waa O -w" ]} (349)
e a matriz Qs(n) por

00 0 0]
10..0
Q,(N2s(Mx|0 1 ... 0 (3.50)
000
00..1

em que J(n) é o delta de Kronecker (1_ sen=0e O_para outros valores de
n). A finalidade da matriz Qs(n) é similar a da matriz de fun¢Bes degrau
Q(-n+1): para n # 0, a matriz Q;(n) é nula e k(n) é descartado.
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Nota-se que, assumindo a estacionariedade dos sinais envolvidos
e a invariancia no tempo da planta, a diferenca entre as equacdes de
atualizacdo dos coeficientes do APA em (3.48) e do PAP em (2.47) é
completamente determinada no primeiro instante da recursdo dos
coeficientes. Entretanto, a influéncia de k(0) é conduzida até o infinito
pela caracteristica recursiva da equagédo do APA, gerando uma diferenca
no valor de e(n) e eapa(n) a cada iteragcdo. Dessa forma, a condicdo de
passo unitario descrita por Bouteille et al. (1999) é necessaria para a
equivaléncia entre os algoritmos APA e PAP, porém ndo é suficiente.

Essa diferenca é visivel na relacdo deterministica do APA,
apresentada a seguir. Considerando-se apenas as linhas 2 a P da matriz
na equacao (3.36) e a relacdo (3.37), tem-se que

UT (MVpen (M|, =1(N—1) (351)
A Tabela 6 apresenta o resultado da igualdade (3.51) para 0 APA,
considerando a equacéo (3.37).

Tabela 6- Relag#o iterativa de igualdade de u'(n-i)v(n) em (3.51) para 0 APA.

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4
i=1 uI(-l)v(O) r(0) r(1) r(2) r(3)

1= u (-2)Vi r(- I I I
pl_i=2 T( 2)v(0) (-1) ©) @) (2
i=3 | u'(-3)v(0) r(-2) r(-1) r(0) r(1)
i=4 [ u'(-4)v(0) r(-3) r(-2) r(-1) r(0)

Dessa forma, a auséncia de k(0) no PAP, conforme equacgdes
(2.47) e (3.48), caracteriza o Efeito de Inicializacdo. Isso se deve a
estrutura escalar do erro na recursdo dos coeficientes, resultando na
diferenca encontrada entre a Tabela 6 e a Tabela 5. A igualdade no
comportamento entre ambos os algoritmos é uma condig¢do necesséria e
suficiente, se e somente se, for utilizado passo unitario e a igualdade
UT(n)v(n) = r(n-1) for vélida em n>0, tendo-se as mesmas condigdes
iniciais W(0) = wapa(0), e portanto, e(n) =[e(n) Op.a]" com base na
equacao (3.37). Associadamente, nesse caso tem-se que k(0) = Oyq.

Conceitualmente, a auséncia de k(0) imposta pelo PAP, afeta a
ortogonalizacdo do vetor de coeficientes no sentido dos minimos
quadrados, que ocorre quando o vetor de erro gerado pela atualizacdo
dos coeficientes a posteriori, torna-se nulo. Ressalta-se, porém, que ¢(n)
é sempre ortogonal as colunas de U(n) em todas as iteraces.
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3.5 Concluséo

Este capitulo apresentou inicialmente as consideracfes de analise
que serdo utilizadas neste trabalho, restringindo o conjunto de
pardmetros para sinais de excitagdo autoregressivos e passo unitario.
Foram utilizadas as mesmas hipoteses estatisticas empregadas nos
trabalhos de Bershad; Linebarger e Meclaughlin (2001) e Almeida
(2004), exceto pela solucdo do problema definido que se constitui da
extensdo na relacdo deterministica (3.8) de Rupp (1998) no periodo
inicial do regime transiente, modelando o Efeito de Inicializacéo.
Enquanto o APA efetua a ortogonalizagcdo dos coeficientes no sentido
dos minimos quadrados com um vetor de erro e(n), o PAP ndo possui tal
comportamento em virtude da auséncia dos elementos de k(0) devido ao
erro escalar e(n).
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4 COMPORTAMENTO MEDIO DOS COEFICIENTES

Este capitulo apresenta um novo modelo tedrico para a previsao
do comportamento médio dos coeficientes do pseudo algoritmo de
projecdes afins para o regime transitério e permanente. Sao utilizadas as
mesmas hip6teses empregadas nos modelos de Bershad; Linebarger e
Mclaughlin (2001) e Almeida (2004), porém com a extensdo da relacdo
deterministica de Rupp (1998) apresentada na Secédo 3.3, considerando o
Efeito de Inicializagdo do PAP. Outras hip6teses sdo apresentadas no
decorrer deste capitulo visando a tratabilidade matematica do problema.
O capitulo se encerra com uma equacdo na forma fechada para o
comportamento médio dos coeficientes.

4.1 Andlise do Comportamento Médio dos Coeficientes

O comportamento médio do vetor de erro dos coeficientes pode
ser avaliado substituindo-se (3.30) no penultimo termo do lado direito
da equagdo (3.11), resultando em

=w(0) —w° paran <0
oy O ()
V- 9" (M(n) v
r(mé(n _ o(ma’(n)
)+ r(n-1)
v(n+D =1 " (Me(n) ¢ (Me(n) (4.1)
_¢(n)a (n) _ 1 UT 0
—¢T()¢()Q( n+1)U" (n)v(0)
$(?)§¢En; Q(-n+Dr(n-1) paran>0.

Considerando-se apenas as iteragdes para n >0, e tomando-se 0
valor esperado de (4.1) condicionado em v(n), tem-se que
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¢(n)¢" (n)
¢ (n)$(n)

4.2)

E {v(n+D)|v(n)} = v(n) - E{ v(n)}v(n)

JE { $()r(n)
¢ (Mé(n)

(" (n) .
_d SR W 5 h iy
{¢T(n)¢(n) QL +U (M)

o(ma’(n) _
+E{¢T(n)¢(n) Q(=n+Yr(n-12)

o' (No(n) |

v(n)}v(O)

v(n)}.

Assumindo-se a independéncia estatistica entre 0 processo
aleatorio r(n) e o sinal de excitacdo u(n), o segundo, terceiro e quinto
termos de (4.2) sdo nulos. Considera-se nessa abordagem que ¢(n) e &(n)
(fungdes do processo u(n)) sdo independentes do ruido e de suas
amostras  passadas que sdo  estatisticamente  independentes,
identicamente distribuidas (i.i.d) e de média zero. Entéo,

E [v(n + D]v(n)} = v(n) - E{i(’gg’d)g v(n)}v(n)
' E{qf oI V(”)}%,_JE o)
_ E{ifrgs‘;g; v(n)} E {r(n 0—1)|v(n)} 4.3)
- E{j;(’z)na)‘d)g’;; Q(-n+)U’ (n) v(n)}vw)
= {%Q(—n ) v(n)} E {r(n-D] V().

Opq

O primeiro valor esperado do lado direito de (4.3) é avaliado
assumindo que o numerador e o denominador sdo fracamente
correlacionados. De acordo com Almeida, cada elemento
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[...] tem um numerador dado pelo produto @(n-
i)@#(n-j) e um denominador dado pelo somatdrio
=N -14(n-k). Os componentes de ¢(n) no
numerador afetam apenas dois dos N termos no
denominador. Por consequéncia, numerador e
denominador podem ser assumidos fracamente
correlacionados para valores grandes de N. Para
entradas ergodicas, esta hipotese é equivalente a
aplicar o principio das médias (SAMSON e
REDDY, 1983). O denominador ¢'(n)¢(n) tende a
variar no tempo lentamente quando comparado
com o numerador ¢(n-i)@(n-j) para elevados
valores de N. (ALMEIDA, 2004, p. 62)

Assim, a seguinte hipétese é postulada:

e H5: Seja a esperanca E{[¢'(N)d(N)] -d(n)d'(n)}. O
denominador deste produto tende a variar mais lentamente
comparado ao numerador para valores elevados de N, ou
seja, eles podem ser assumidos fracamente correlacionados.

e dessa forma, a aproximacao resulta em (ALMEIDA, 2004, p. 62):
E 6" mam] o’ o)

<E[6" mem]'|E o’ ()}

Assim, assume-se que a hipétese H5 é igualmente valida para o
valor esperado do quarto termo de (4.3), tendo em vista que seus
elementos sdo compostos pelo sinal de entrada. Dessa forma, (4.3)
resulta em

E {v(n +1)|v(n)} = v(n)

~E [ 0o ] V)| E ford” [y very

(4.4)

-E ][¢T (n)¢(n)]1\v(n)} E {§(ma” (MQ(-n+ DU (n)| v(n)} v(0).

(4.5)

A equacdo (4.5) ndo pode ser diretamente calculada uma vez que

a funcdo densidade de probabilidade (FDP) de v(n) ndo é conhecida.

Entretanto, a probabilidade condicional de (4.2) pode ser removida
assumindo as seguintes hipoteses:
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e H6: Os elementos do vetor de predicdo linear G(n) = U(n)a(n)
(veja equacdo (A.2)) podem ser assumidos conjuntamente
Gaussianos, devido a hipdtese H4, e independentes de v(n)
pela teoria da independéncia (MAZO, 1979). O mesmo pode
ser considerado para i(n) = U(n)Q(-n+1)&(n), uma vez que
Q(-n+1) é uma matriz deterministica sendo ndo-nula apenas
nas P primeiras iteragdes da atualizagdo dos coeficientes.

e H7: Para N >> P, as flutuacGes do estimador linear a(n) séo
muito menores do que seu valor médio, assim ele pode ser
aproximado & um vetor invariante no tempo a (BERSHAD;
LINEBARGER e MCLAUGHLIN, 2001), desde que ¢(n)
tenha média zero (veja também a Propriedade 1 no final do
Apéndice A).

Tomando-se o valor esperado de (4.5) e considerando as
hipoteses H6 e H7, de forma a retirar o condicionamento, tem-se a
seguinte expressdo para 0 comportamento médio dos coeficientes,

E{v(n+1)}~E{v(n)}
-E{[0 oM JE[ome MIE(VN}  (4)

-1
~E{[¢" o] |Ru (V)
sendo a matriz R 4(n) de dimenséo N x N definida por
E {¢(n)a’ (NQ(-n+DUT ()} 2R, (n). (4.7)
Nota-se que esta matriz pode ser estimada através das estatisticas
do sinal de excitacdo, assumindo estacionaridade no sentido amplo
(WSS). Além disso, Ry(n) varia deterministicamente conforme as
iteragdes se sucedem.
No Apéndice B é derivada uma equacdo deterministica, em
funcdo dos pardmetros do sinal de entrada AR, para os elementos da
I-ésima linha e c-ésima coluna de R(n), resultando em

Fyag.o) (M) = Z w(, jro@Us (=N + )
(4.8)

P P

_Zz uu(i+l, J+c)a|aju ( n+ J)

i=1 j=1
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em que u.3(k) é uma funcdo degrau unitéario (1 se k>0 e 0 para outros
valores de k) € rya) = E{u(n-a)u(n-b)}.

Os demais valores esperados em (4.6) sdo avaliados através de
(3.1) e da equacéo (3.33) de Almeida (2004). Assim,

T 1 L N
elo 0] | 2555, @9
em que

G=N-P (4.10)
sd0 os graus de liberdade da distribuicao chi-quadrada de [¢'(n)¢(n)]™.
Considerando a validade da hipotese H1, N >> P, a distribui¢do chi-
guadrada tende a se aproximar de uma Gaussiana.

Substituindo-se (3.1) e (4.9) em (4.6), resulta em

E{v(n+D}= BE{v(n)}+ AR, (n)v(0) (4.12)
em que
1
B = (1—5) (4.12)
e
N
B, = {WJ (4.13)

Substituindo-se v(n) =w(n) - w® em (4.11), obtém-se o modelo
do comportamento médio dos coeficientes para o PAP:

E {(w(n+1)} = 4E {w(n)| + BR ,;(n) v(0) + we.  (4.14)

G-2
4.2 Forma Fechada para o Vetor de Erro dos Coeficientes

Uma expressao fechada para descrever o comportamento médio
do vetor de erro dos coeficientes pode ser obtida através de substituicdo
iterativa. Reescrevendo a equacao (4.11) como sendo

E{v(n+1}= BE{v(n)}+ B,c(n) (4.15)
em que
¢(n) =R, (Mv(0) (4.16)
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tem-se que

n=0— E{v(1)}=Av(0)+,c(0)

n=1-> E{v(Q)}=AE{VD)}+Ac)=A]AV(0)+5,c(0) [+ B D)
=BV(0)+B,5,c(0)+B,c(1)

n=2— E{v(3)}=BE{V(2)}+S,c(2)
=] AVO+AALO+ LD [+AL(2)
= V(0)+ B B,e(0)+ BB ) +,0(2)
=ﬂfv(0)+§0 Y20

Esse procedimento é repetido consecutivamente. Efetuando-se
uma troca de varidvel | = n+1, a equacdo fechada reduz-se a

E{v()l = BE{V( -} + el -1)
= A0+ (A Be) (@47)

= BIVO)+ (B ARk ()V(0))

1
i=0

Entretanto, em n > P a matriz de correlagdo R(n) torna-se nula
e, portanto, a contribuicdo de c(n) também sera nula. Dessa forma, em
razdo da matriz de selecdo, a recursdo da equacdo (4.15) em n=P,
resulta em

E {V(P +1)} = pBE {V(P)} + 5,c(P)
= B A7V + A7 Bo(0) + -+ Be(P-1) |+ Bo(P)
= B7v(0) + B, [ BB+ + Be(P —1)] + B,c(P) (4.18)
= BN+ BB Bl

g assim consecutivamente.

E assim, para | > P+1, tem-se que
E{v()} = BE{v(-D}+ B,c( -1
I 1P Pl . (4'19)
= A'V(0)+ B Y (B B.eli))

i=0
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Realizando-se uma nova substituicdo de variavel, em que n=1
para n > 0, obtém-se a equacdo para 0 comportamento médio do vetor de
erro dos coeficientes no instante n, que resulta em

=v(0) p/ n<0
E{v(n)} = ;[ﬁl“lN+§(ﬂ1”‘i‘lﬁzR¢a(i))}v(o) p/ 0<n<P (4.20)
=" 1,\v(0)+ 5" "9 p/ n>P

sendo que Iy € uma matriz identidade de dimensGes N x N e o vetor
constante g € definido como

92 3 (A AR L ()VO) @.21)

O vetor g expressa a memdria intrinseca associada ao Efeito de
Inicializagdo adquirida nas primeiras P iteragdes do algoritmo.

Nota-se que a equacdo (4.20) possui trés comportamentos
distintos:

e até o inicio da atualizacdo dos coeficientes, a resposta é o
préprio vetor inicial de erro dos coeficientes, v(0);

e entre0<n<P, o Efeito de Inicializagdo é modelado pela
recursdo do algoritmo, compreendendo as parcelas do
somatorio;

e para n>P, as novas parcelas do termo gerador que sao
dependentes de Q(-n+1) sdo descartadas, mas devido a
caracteristica recursiva da equagdo, resquicios do Efeito de
Inicializagdo séo levados até o infinito. A memdria recursiva
gerada pelo termo extra até a P-ésima iteracdo resulta no vetor
constante g, sendo reduzida exponencialmente devido a ;" %,
conforme as iteracGes se sucedem.

Finalmente, através da terceira igualdade em (4.20), verifica-se
que, em regime permanente, o PAP resulta em uma solugdo nao
polarizada, visto que lim,_. E{v(n)} — 0, e a série converge para
valores de 8, < 1, e G > 2, conforme (4.14).
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4.3 Conclusao

Neste capitulo foi apresentado um novo modelo analitico para o
comportamento médio dos coeficientes do pseudo algoritmo de
projecBes afins no regime transiente. As equagdes (4.11) e (4.14)
expandem o resultado obtido por Almeida (2004). Obteve-se ainda, uma
expressdo fechada em (4.20) que permite determinar uma condicdo
necessaria para a estabilidade do algoritmo.
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5 ERRO QUADRATICO MEDIO

Neste capitulo é derivado um novo modelo para a descri¢do do
erro quadratico médio (EQM) para o pseudo algoritmo de projecGes
afins, considerando o Efeito de Inicializacdo. Esse procedimento tem o
objetivo de corrigir a modelagem no periodo inicial de transiente em
relacio aos modelos apresentados em Bershad; Linebarger e
McLaughlin (2001), e Almeida (2005). Neste capitulo também s&o
derivadas expressdes para o traco dos momentos de segunda ordem do
vetor de erro dos coeficientes e para 0 comportamento quadratico médio
do modelo em regime permanente.

5.1 Erro Quadréatico Médio em Regime Transiente

O erro escalar instantaneo e(n) do filtro adaptativo para o pseudo
algoritmo de projec@es afins pode ser escrito em fungédo do vetor de erro
dos coeficientes através das equacdes (2.17), (2.18), (2.19) e (3.2),
resultando em

e(n) =r(n) —u’" (N)v(n). (5.1)

Aplicando-se u'(n) = ¢'(n)+a'(n)U'(n), através de (2.50), em
(5.1), tem-se que

e(n) =r(n) —¢" (n)v(n) —-a" (MU' (n)v(n) (5.2)
e por conseguinte, substituindo-se (3.30) em (5.2), resulta em
e(n) =r,(n) —¢" (n)v(n) +a" (N)Q(-n +1)r(n-1) (5.3)
—&" (N)Q(=n+1)UT (n)v(0) '
em que
r.(n) =r(n)-a" (n)r(n-21). (5.4)

Elevando-se ambos os lados de (5.3) ao quadrado, e considerando
que tr{x} = x, resulta na seguinte expressdo para 0 erro quadratico
instantaneo,
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e*(n) =r/(n) —2r, ()¢ (N)v(n) + V' (n)d(n)¢' (n)v(n)
=2r, (n)a" (N)Q(-n+1UT (n)v(0)
+2r, (n)a" (N)Q(-n+1r(n-1)
+2v" (n)p(n)a" (N)Q(-n +1)U" (n)v(0) (55)
—2v" (n)$p(n)a" (N)Q(-n +1r(n—-1)
—2v" (0)U(n)Q" (-n +Da(n)a" (")Q(-n+1r(n-1)
+vT (O U(NQT (-n+1)a(n)a" (N)Q(-n +1)U™ (n)v(0)
+r'(n-1)Q" (-n+1)a(n)a’ (nN)Q(-n +1r(n-1).

O erro quadratico médio, condicionado no vetor de erro dos
coeficientes, pode ser obtido de (5.5):

E {e* ()| v(n)} = E {2 (m)] v(n)| - 2E {r, (m)¢ (n)| v(n)} v(n)
+VT (N)E {$(n)o” (n)|v(n)} v(n)
—2E {1, (MA&" (MQ(-n +DUT (n)|v(n)} v(0)
+2E {1, (M&” (MQ(-n +1r(n -1)|v(n)}
+2vT (N)E {$(n)a” (NQ(-n +DUT (n)|v(n)} v(0)
—2v" (N)E {$(n)a” (MQ(-n+Dr(n 1| v(n)|
—2v" (0)E {UM)Q" (-n+1)a(n)

A" (MQ(=n+Dr(n —1)|v(n)}

{[u n+1)a(n )ﬂv(n)}v(o)
+E {[rT (n-12)Q" (-n +1)é(n)ﬂv(n)=.

(5.6)

Apesar do condicionamento no vetor v(n), o primeiro termo do
lado direito da equacdo (5.6) pode ser avaliado de forma similar a
utilizada em Almeida (2004). Dessa forma, elevando (5.4) ao quadrado
e tomando o seu valor esperado condicionado em v(n), tem-se que
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E {r;(n)|v(n)} =E {rz(n)|v(n)}
2E {r(n)rT (n—D)a(n)| v(n)} (5.7)
+E {aT (Mr(n=Dr" (n-Da(n)|v(n)}.

O segundo termo do lado direito da equacdo (5.7) pode ser
desprezado assumindo-se que o ruido é estatisticamente independente de
suas amostras passadas e de a(n), ja que o vetor &(n) é funcdo de u(n).
Utilizando-se a propriedade de que tr{x}=x e tr{AB} =tr{BA}, a
equacdo (5.7) pode entdo ser expressa por

E {r;(n)| v(n)} ~E {r?(n)| v(n)}
T {E [r(n=Dr" (n-D|v(n)| E fa(ma’ (n) v(n)}}.

(5.8)

Assumindo-se ainda que o ruido de medigéo ¢ independente e
identicamente distribuido, e que E{r’(n)|v(n)} = o,°, tem-se que

E{r(-1r' (n —1)|v(n)} =o?l, (5.9)

sendo que Ip é uma matriz identidade de dimens@es P x P. Dessa forma,
E{r.2(n)v(n)} resulta na express&o

E{raz(n)| v(n)} =c? [1+tr{E {é(n)éT (n)|v(n)}}} (5.10)

Retomando-se a equacgdo (5.6), o segundo termo do lado direito
pode ser desprezado substituindo-se (5.4) em (5.6), 0 que leva a

E {1, (¢ (] v(n)|
—E {[r(n)—aT (Mr(n-1) ¢’ (n)‘v(n)} (5.11)
= E {r(n¢" (m|v(m)] ~E {&" (mr(n ~1¢' (m] v(n)}.
Supondo que v(n) e ¢(n) sejam estatisticamente independentes
(hipétese H3), e assumindo-se que o ruido aditivo € i.i.d., de média zero

e estatisticamente independente do vetor de entrada u(n), e que ¢(n) e
a(n) sdo funcdes do sinal de entrada, tem-se que
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E {o" (mr, (m)|v(m)}

= E{¢T (n)|v(n)} E {r(n)|v(n)}
0 (5.12)

—E {¢T (ma’ (n)|v(n)} E{r(n-1)|v(n)}

Op.a
.
= 0N><1
em que Oy,1 € um vetor coluna de zeros.

Aplicando-se a propriedade tr{A'B} = tr{BA'} ao terceiro termo
escalar do lado direito da equacdo (5.6), obtém-se que

VT (M)E {$(m)¢” (m)| v(m)| v(n)
(5.13)
= tr{E {o(me [v(m vV ().
O valor esperado no quarto termo em (5.6), por sua vez, pode ser

avaliado utilizando-se as mesmas considera¢des utilizadas em (5.12).

Substituindo-se (5.4), obtém-se que
E {&" (MQ(-n+ U™ (n)r, ()| v(n)}

~E{&" MQ(-n+)U" (m[r(n) -a" (mr(n-1) |v(n)
= E{a" (MQ(-n+)UT (n)r(n)|v(n)}
-E {éT (NQ(-n+1U (A’ (N)r(n —1)| v(n)} (5.14)

=E {aT (N)Q(=n +1)UT (n)|v(n)} E {r(n)|v(n)}

Opa

-E {éT (NQ(-n+1U" (n)a’ (n)|v(n)} E {r(n -1)| v(n)}

=0y
O quinto termo do lado direito de (5.6) pode ser simplificado
através de (5.4) e considerando-se que o ruido é estatisticamente

independente e de média zero,
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E {ra(n)éT (N)Q(=n+1r(n —1)|v(n)}
=E{[r(m]& MQ(-n+Dr(n-1)|v(n)]
_E {[éﬁ (Mr(n-1) ]a" (MQ(-n +1r(n -1)| v(n)} (5.15)
=E{r(n)v(n)|E {aT (MQ(=n+1r(n —1)|v(n)}

_E {[aT (Mr(n-1 4" MQ(-n +Dr(n —1)‘v(n)}.

Todavia, 0 segundo termo do lado direito ndo € nulo devido aos
momentos de segunda ordem do ruido de medida. Aplicando-se o
operador trago, e assumindo novamente a independéncia estatistica entre
o ruido e o vetor de entrada, tem-se que

E {aT (N)r(n —1a" (NQ(=n +1r(n —1)|v(n)}
=E {aT (Mr(n-Hr’ (n-1)Q" (-n +1)a(n)|v(n)}
tr {E r(n-Dr" (n-1)Q" (-n +Da(ma’ (n) v(n)}}

=tr {E r(n=Dr" (n-1)|v(n)| Q" (-n+DE {a(n)a (n)| v(n)}}

(5.16)
em que a poténcia da matriz de correlagdo de ruido é dada pela equacéo
(5.9), resultando na seguinte aproximacao para o termo,

E {ra (Ma" (MQ(-n+1r(n-1) v(n)}
= G2t {QT (-n+D)E fa(m)a’ (n) v(n)}}.

(5.17)

Ainda sobre o lado direito da equacdo (5.6), o sétimo valor
esperado pode ser desprezado, considerando que ambos os vetores ¢(n)
e a(n) nao possuem correlacdo com o ruido, e Q(-n+1) é deterministico,
ou seja,

E {$(ma” (Q(-n +1r(n -1)|v(n)|
~E {¢(n)aT (MQ(-n+1)| v(n)} E{r(n-D|v(n)]  (5.18)

Op.q

=0N><1'
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O oitavo termo é avaliado utilizando-se as mesmas consideragdes do
sétimo termo, resultando em

E{UMQ" (-n+Dan)a’ (MQ(-n+1r(n—1)|v(n)}
~E {U(n)QT (-n+DAa(n)a’ (NQ(-n+1)| v(n)}
xE{r(n-1)|v(n)}

Opsq

(5.19)

=0

Nx1*

Finalmente, o Ultimo termo escalar do lado direito de (5.6), é
avaliado de forma similar ao quinto termo, de forma que

E{[aT (N)Q(=n +1)r(n —l)ﬂv(n)}
=E{&" (NQ(-n+Dr(n-1r’ (n-1) (5.20)

x QT (=n +1)é(n)|v(n)}.
Aplicando-se a propriedade algébrica tr{A'B} = tr{BA}, resulta em

E {[éT (N)Q(=n +1)r(n —1)ﬂv(n)}
= tr{Q(—n +1)E {r(n ~Dr’ (n-1)| v(n)}QT (-n+1) (5.21)

x E {a(n)a’ (n)|v(n)}}
e substituindo-se (5.9) em (5.22), obtém-se

e[ (Qen+Dr(n-1 | vim)|
= tr{Q(n+1)o71,Q" (-n +DE (ama" (n)|v(n)}|
= o7tr{Q(-n+1Q' (-n +DE fa(ma’ (m] v(n)}
=otr{Q(-n +DE{ama’ (|v(n)}|.

(5.23)

Embora a funcdo densidade de probabilidade conjunta de v(n)
ndo seja conhecida, uma aproximacdo para o erro quadratico médio
pode ser obtida empregando-se as hipéteses H6 e H7 e removendo-se 0
condicionamento em v(n). Desta forma, substituindo (5.10), (5.13),
(5.17) e (5.23) em (5.6), e tomando-se o valor esperado, resulta em
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E{e’(m)} = o7 [1+tr{E{ama" ()} ]
+ '[r{E{q>(n)d>T (n)} K(n)}
—20?tr {Q(—n +1)E {é(n)aT (n)}}

(5.24)
+2E{V" (M} E{$(n)a" (N)Q(-n+1)U" (n)} v(0)
VT (0)E {[U(n)QT (-n+Da(m) | } v(0)
+ottr{Q(-n+DE (A" (n)}}
em que
K(n) =E{v(n)v' (n)} (5.25)

sdo 0s momentos de segunda ordem do vetor de erro dos coeficientes.

Os demais valores esperados da equagéo (5.24) sdo avaliados a
seguir. O traco dos momentos de segunda ordem da estimativa dos
minimos quadrados dos coeficientes do processo AR em (5.24),
E{a(n)a’(n)}, é avaliado em Almeida (2004, p. 74), como

tr{E {a(ma’ (n)}} - tr{E {a (n)é(n)}}

=aa+oltr|E{[UTmUm] ) (629

Porém, extensivas simulacdes realizadas neste trabalho, assim
como em Bershad, Linebarger e Mclaughlin (2001) e Almeida et al.
(2005), tem demonstrado que a segunda parcela do lado direito de (5.26)
pode ser considerada desprezivel em relacdo a a'a (corroborando com a
hip6tese H7), portanto

tr{E {a(ma’ (n)}} ~a'a (5.27)

No terceiro e no sexto termos do lado direito de (5.24),
E{a(n)a’(n)}, modificado pela matriz Q(-n+1), pode ser avaliado
substituindo (2.52) nesses termos, de forma que
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tr{Q(-n+DE{ama’ (n)}}
=tr{Q(-n+1aa’}
+trlQen+DE{az" (MUM[U MU ||
suloenDE([U @ue] U mema]] P
+trlQn+DE{[UT MUY | U (m)z(m)

<2 (MU U" (n)U(n)T}}.

O segundo e o terceiro termos do lado direito de (5.28) séo
desprezados devido a hipétese H2, que assume a independéncia
estatistica entre U(n) e z(n), e sabendo-se que E{z(n)} = Ons.
Condicionando-se a equacdo em U(n), tem-se que

tr{Q(n-+DE {[UT (MUMI™UT (z(mz (UMIYT (MUmI*|u(}}
=tr {Q(—n +1E {[UT (n)U(n)]‘1 U (n)E {z(n)zT (n)| U(n)} U(n)
«[UT (n)U(n)]’l}}.

(5.29)
Considerando-se ainda que z(n) é i.i.d., portanto E{z(n)z'(n)} = &;°Iy, €
aplicando o valor esperado visando retirar o condicionamento em U(n),
chega-se a

tr{QE=n+DE{[UT (UM UT (z(m)z" (MUMIUT (U]}
—tr {Q(—n +1)E {[UT mUM " U (o1, um[U” (n)U(n)T}}

- aftr{Q(—n +1)E{[UT (n)U(n)]'l}}.

(5.30)
Dessa forma, esse termo resulta em
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tr {Q(—n +1)E {a(n)a" (n)}}
=a' Q(-n+Da (5.31)
+ aftr{Q(-n +1)E{[UT (n)U(n)T}}

e assim, como em (5.27), pode ser reduzido a

tr{Q(—n +1)E{a(n)a’ (n)}} ~a'Q(-n+Da. (5.32)
O segundo valor esperado de (5.24) foi aproximado em (3.1)
A T N-P ,
R, (n) 2 E{$(n)d" ()} ~ olly

enquanto o quarto termo a direita de (5.24) foi definido anteriormente
em (4.7), como

E{¢(na" (NQ(-n+HU™ (n)} £ R, (n).

O valor esperado no quinto termo de (5.24) ¢é definido pela matriz
E{UMQ" (-n+Da(ma" (MQ(-n+HU' ()} 2R, (n)  (5.33)
sendo derivado no Apéndice C por
P P
L (M= 2D T @802 (-N+DA,(-n+ ) (5.34)
i=1 j=1
em que u_(k) é uma fungdo degrau unitério (1 se k>0 e 0 para outros
valores de k), ryap = E{u(n-a)u(n-b)} e rzuq(n) é o elemento da I-
ésima linha e c-ésima coluna de R;(n). A matriz R;(n) é a matriz de
correlagdo de i(n) = U(n)Q(-n+1)a(n).

Substituindo-se (3.1), (4.7), (5.27) e (5.32) a (5.33) em (5.24)
chega-se ao modelo analitico para o comportamento do erro quadratico
médio,

E {ez(n)} =g’ (1+ aTa) + %afk(n)
+ ZE{VT (N)} R, (N)v(0) (5.35)

+V' (0)R,Vv(0) - c’a"Q(-n+1)a
em que E{v(n)} é descrito em (4.20) e k(n) = tr{K(n)} é o traco dos
momentos de segunda ordem de v(n). Um modelo analitico para o
comportamento de k(n) é derivado na préxima secao.
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5.2 Momentos de Segunda Ordem em Regime Transiente

Nesta secdo sdo derivadas equagdes recursivas para 0S momentos
de segunda ordem do vetor de erro dos coeficientes e para o trago dessa
matriz, requerida na equacdo do erro quadradtico médio. O
desenvolvimento realizado nessa secdo segue uma metodologia
semelhante & apresentada em Almeida (2004), porém com a nova
equacdo para o vetor de erro dos coeficientes, considerando a inclusdo
do comportamento do Efeito de Inicializag&o.

5.2.1 Avaliacdo dos Momentos de Segunda Ordem

A matriz de momentos de segunda ordem do vetor de erro dos
coeficientes é definida em (5.25), como

K(n)=E{v(n)v" (n)}

sendo que o vetor de erro dos coeficientes é obtido substituindo-se (5.4)
em (4.1) para n > 0, resultando em

o4 (n) om
o' (N)d(n) o' (Mo(n) *
o(n) T
——¢T (n)¢(n)a (NQ(=n+21)U" (n)v(0) (5.36)
R
o' (n)e(n)

v(n+1) =v(n)— v(n)+

a’' (nN)Q(-n+Dr(n-1).

Dessa forma, pré-multiplicando (5.36) por sua transposta, e
tomando-se o valor esperado do resultado condicionado em v(n), tem-se
que
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K 1 E
L(n+1)=v(n)v' (n)—v(n)v'(n) {‘b R0
+Vv(n)E {¢T ()r, (n) v(n)}

¢ (M(n)
me(mE{Umxz(n+nmm¢<m|()}

()}

¢ (Me(n)
+vaoe{'m Q' (n+nam¢(m|(m}
¢ (Me(n) |
_E Hﬁ?mni v(n)} v(mV' (n)
{Mm¢mme(mwm¢mﬂ(m}
6" (M7’ |
E{ )Mm¢m»(mwml(%
o' Mo |
+E{¢on¢(mvonv(muonq (n+na«0¢(ml(m}
6" (Mo(T |
E{Mmr(n Q' (n+nam¢<m¢(mkmm}wm
[0 (Ma()T |
6(n) W)
E +E
i % ¢mw(J()} m { * O e (%
E{r v(m¢mmw»¢(m|()}
0" Mo |
E{ (ny $OV QUOQ" (= n+de¢(m|(m}
6" (T |
+E{r () 2O (=10 (n+nmm¢(ml(m}
[0 (eI |
E{M@a(mQ<n+DUWm|

¢ (n)¢(n) |V(n)}V(O)V (n)
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+

£ J #(MAT (MQ(=n +YUT (v(O)v" (M ()¢’ (n)|v(n)}
[6" (Nd()F |

E{r $(M&” (MQE-N +HUT (v(0)¢" ()|, (n)}

[6" (Me()T |

[&" (MQ(=n +HUT V(O $(me (m)| (n)}
[6" (M)’ |

g [40E @QEn+HUT MO (n-1Q” (-n+ Dam’ (n)l (n)}

E

+

6T ()T
N {d;(n)a (MQn+Yr(n-1)|
$ e |
N (n)E{¢(n)¢(n)a (MQN+Dr(n-1o" )|, (n)}
[6" (MeM)T |
L {r (my WA (MQ(n+Dr(n—19 ()], (n)}
[4" (e’ |
{¢(n)a (MQ(=n+Dr(n-Dv' (QUNQ" (- +Dan)¢’ (n)|v(n)}
[6" (MM |
{[a (MQ(=n+Dr(n-DF e’ )|, (n)}
[4" (Me(M)T |

(n)} vi(n)

(5.37)
em que K,(n+1) = E{v(n+1)v'(n+1)|v(n)}.
Para a avaliacdo do segundo e do sexto termo do lado direito de
(5.37) assume-se a hipo6tese H5, resultando em

Y (n)E{¢(n)¢ W] )}
(5.38)

8" (Mo(n)
= v()v' (ME{[$" (MM [v(n)} E{$(m)e () v(n)|

{¢(n)¢ (n)
o' (Mo(n)

= E{[¢" (O] v(n)} E {o(m)¢” ()] v(n)}v(n)v" (n)

v(n)}v(n)v (n) .39
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respectivamente. Através de H5 também é possivel a avaliacdo do
quarto e do décimo sexto termo do lado direito de (5.37), levando a

: UMQ" (=n +DAa(n)¢" (n)|
v(n)v (O)E{ (M) |v(n)}

= v(MV" (O)E{[$" ()] v(n)} (5.40)
xE{UMQ" (-n+Dam$’ (m)] v(n)}

c {¢(n)éﬂ (WQ(-n+DU" (n)|
¢ (Mo(n) |

= E{[" ()] |v(n)} (5.41)
x E{$(ma" (mQ(-n +1)UT (m)|v(n)} v(O)V" (n).

Os valores esperados do terceiro e do décimo primeiro termos do
lado direito da equagdo (5.37) podem ser desprezados considerando a
independéncia estatistica entre o processo aleatério de ruido r(n) em
relacdo ao processo aleatério de entrada u(n),

v(n)}v(O)vT (n)

c {M V(n)} e {M V(n)}_ . {¢T ' (r(n _1)|V(n)}
¢ (n)$(n) ¢ (n)o(n) o (Ne(n) |
- ' (n) =] (maT(n) _
~E {¢T 00 v(n)} E {r(nz| v(n)} —-E {—¢T 60 v(n)} E{r(n : 1)| v(n)}
= OLxl'

(5.42)
Assume-se, nesta analise, que r(n) possui média zero, sendo
independente e identicamente distribuido (i.i.d.). O oitavo e o décimo
terceiro termos da equacao (5.37) levam ao mesmo resultado,

c {ra(n) $0" (¢ (”)j<”)|v(n)}
[0' oM |
()¢ (N)o" (n)v(n)|
[o" (Mo |

=E{r,(n|v(n)}E L v(n) (5.43)
0
= Oy
Similarmente, o valor esperado no quinto e o vigésimo primeiro termo a
direita de (5.37) podem ser desprezados, em virtude de
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E{rT(n_l)QTT<_n+1>a<n>¢T <“>|v<”>}
& (6(0) |
Q" (-n+Da(n)¢" (n)|
ooy |

= E{rT (n—1)|v(n)}E{

v(n)} (5.44)
Opp
=0,
Considera-se, nessa avaliacdo, que Q(-n+1) é uma matriz deterministica,
embora variante no tempo.
Uma simplificacéo para o sétimo termo de (5.37) pode ser obtida

através da hip6tese H5, de forma que
c {d)(n)qf (VO OO0 (1) V(n)}
[$" (M(n)]

= E{g(m)e" (NV(N)V" (e(m)$” (n)|v(n)} E {[¢” (M$(n)] *| v(n)|

(5.45)
em virtude do denominador ser elevado ao quadrado, tornando tal
hip6tese mais acurada.

De forma a avaliar o nono e o décimo sétimo termo, a direita de
(5.37), inicialmente aplica-se a hipétese H5, o que resulta em
e {cb(n)df (VY (QUM)Q" (- +Da(m)$’ (n)| V(n)}
[6" (MM’ |

= E{[¢" (M(M] | V()] E {$()a" (MQ(-n+DU™ (n)  (5.46)
xV(O)VT (M$(M)$" (M)[v(n) | v(O)V' (1),

O segundo valor esperado a direita de (5.46) é composto de
momentos de sexta ordem, sendo dessa forma fatorado através do
teorema da fatoragdo dos momentos Gaussianos, assumindo-se que as
variaveis aleatdrias envolvidas sdo conjuntamente gaussianas. A
decomposicdo em momentos de segunda ordem para 0 conjunto de
variéveis E{y1y'wiw2'Yaya' } é apresentado no Anexo C como

E{y,ysw,wWiy,yh | = E{yy] jwwiE{y.y}}
+E{yayi fw,wi E{y,y, |+ E{y,yi jwi E{y,yi jw,.

Salienta-se que o teorema da fatoragdo ndo é uma aproximacgao em se
tratando de varidveis Gaussianas (HAYKIN, 1996). Definindo-se as

(5.47)
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variaveis y; = ¢(n), y2' = a’(n)Q(-n+1)U’(n), wy=v(0), w,'=v’(n) e
ys' =y = ¢’(n) em (5.47) (a gaussianidade da variavel y, é suportada
pela hipotese H7), resulta em

E{$(na” (MQ-n+1UT (v(O)v" (M(n)¢” (n)|v(n)}

= E{¢(m)a" (MQ=n+DUT (n) [v(n)} v(O)V (ME {$(n)¢" (n) | v(n)}
+E{o(m)$" () [v(m) | v(n)v" (O)E {$(n)a” (MQ(-n+1UT (n) |v(n)
+E{$(e" (n) [v(n)}tr| E{UMQ" (-n+Dam)¢’ (n) [v(n)}v(n)v' (0) .

(5.48)
Substituindo-se (5.48) em (5.46), chega-se a expressdo para o termo:

c {d)(n)qf (V)Y QUMQ (-n-+DA(M’ (n)|v(n)}
[6' (M(M)] |

= E{[9" (Ma(mT | v(m)} x| E {o(ma” mQ(-n+Hu (| v(m)}
xV(O)V" (N)E {o(m)$" (n) |[v(m)}
+ E{o(m)¢” (n) [v(n)} vV (0)E {$(m)a” (Q(-n+DUT (n) |v(n)}
+E{o(me” ()| v(n) tr] E{UMQT (-n+Da(n)¢" (n) [v(m)}
xv(mVv' (0) ]}.

(5.49)
Os valores esperados dos termos dez e vinte e dois a direita de
(5.37) sdo obtidos de forma similar a (5.44), ou seja,

E{¢(n)rT (n-1Q" (n+ DA’ (4" (n)|v(n)}
[4" (M)é(n)] |

e { " (n-Q" (0 + DAN (e’ () v(n)}
7 ()6(0)]

T Q" (=n+Da(n)¢’ (n)d(n)e’ (n)|
e L'V(”)}E{ (6" 8T IV(”)}

UNS

= ON
(5.50)
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sendo considerado que o ruido de medida é i.i.d e média zero,
estatisticamente independente do sinal de excitacdo u(n) e que a matriz
Q(-n+1) é deterministica.

Aplicando-se a hipotese H5 no décimo segundo termo a direita da
igualdade em (5.37), tem-se que ele resulta em

c {raz ()40’ () V(n)}
(5.51)

[4T (M)
= E {9 (MeT* [V} E {r (e’ (m]v(n)}.

Esses momentos de quarta ordem podem ser fatorados através do
teorema da fatoragcdo dos momentos Gaussianos. A decomposi¢do em
momentos de segunda ordem para o conjunto de variaveis E{y1y,ys'Va}
¢ obtido no Anexo B,

E{YY,Y3Ya} =E{VYo  E{Yi v} +E{Y,Y.} E{v.yi}

+E{y,Y. E{Y.y3 ]

Substituindo-se as variaveis y; =ys = ry(n), Y2 =y3=¢(n), em que as
variaveis y; e y, sdo consideradas gaussianas devido a hipotese H7, tem-
se que

(5.52)

E{r’ (meme” (m|vin)}
= E{r,mo(m)] v(n)} E{¢" (mr, (m)|v(n)}

O (5.53)
+ E{o(mr, (m]v(n)} E{¢ (mr, (m)|v(m)}

ON><N

+E{r2m]vin| E {ome’ (m|v(n)}
sendo que os dois primeiros valores esperados de (5.53) s@o nulos
devido a caracteristica de média zero do ruido de medida r(n) e sua

independéncia em relagdo ao vetor ¢(n). Dessa forma, o primeiro valor
esperado ndo nulo a direita de (5.53) pode ser aproximado por

E{r” e’ (] vm} = E{r,” V()| E{e(me’ (v} (5.54)

sendo que o primeiro valor esperado do lado direito de (5.54) ja foi
avaliado na equacdo (5.10) e, portanto, a expressdo resulta em
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E{r" (Meme’ (m]v(n)|

= E{$(n)¢” (v(n)} [1+ tr{E {a(ma” (n) v(n)}}} o
e substituindo (5.55) em (5.51), chega-se a

2y QMY (N)
: {ra Mo me)? V(”)}

= E{[o" (M| v(n)} E {o(m)e” (M|v(m)}  (5.56)
y [1+tr{E {a(ma" (n)|v(n)}}]af.

(5.55)

A equacdo (5.4), ra(n) = r(n)-a'(n)r(n-1), pode ser aplicada ao
décimo quarto e ao décimo oitavo termo de (5.37), levando a

c {ra(n) $V' QUMQ’ -1+ DA(' (n)|v(n)}
[6" (Me(n)] |

_ E{r(n) $V QUIQ -1+ DA (n)lv(n)}
[ (o] |

_ E{rT (- Da(n A0V OUMQ (0 +Dam)g’ (”)|v(n)}

[4" (MM’ |
“E {r(n) E{¢(n)vT (QUM)QT (-n+Da(m)¢" (n)|v(n)}

4" (M)’ |
_E{r (1) E{é(n)(b(n)vT (QUMQ' (- +Da(n)¢’ (n)|v(n)}

[0" (M)’ |

Opp
=0,.
(5.57)

O décimo quinto e o vigésimo terceiro termo a direita da
igualdade de (5.37) sdo avaliados assumindo-se uma hipotese similar a
H5 entre o numerador e o denominador, e utilizando-se (5.4), obtém-se
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c {ra(n) $)r (n-1)Q" (-n + DA’ (n)|v(n)}
[6" (o(n)] |
= E{[§" (M$()]”°|v(n)| E{r(n)} E{a" (M Q(-n+Dr(n-1)
x ()" () v(m)}
— E{[¢" (]| v(n)} E{&" (n)r(n—Da" (Q(-n +Dr(n—1)

xp(m¢” (M|v(n)}.
(5.58)

O primeiro valor esperado a direita de (5.58) é nulo em virtude do
ruido de medida apresentar média zero, enquanto que o segundo termo é
avaliado através do teorema da fatoracdo dos momentos Gaussianos de
(5.52), no Anexo B. Dessa forma, realizando a seguinte equivaléncia de
varidveis, tendo a sua gaussianidade suportada pela hipdtese H7,

y1=a'(r(n-1), ya=a'(mQ(-n+r(n-1), y.=¢(n), e ys'=¢'(n),
obtém-se que

E{[&" (Vr(n-1) & MQE-n+)r(n-De(me” (m)jv(rn)}
= E[a" (r(n-DeVE{" (M[& (MQ(-+)r(n-1) Jv(n)
0y
+E{p(ma” (r(n-Djv(m) | E{[a" (MQ(-n+Dr(n-1) " (m]v(m)}
0y
+E{[&" (r(n-1) ]a" (MQ(-n+D)r(n-1)v(m) | E{o(m4” (m|v(m)}

sendo que os dois primeiros valores esperados do lado direito de (5.59)
sdo desprezados devido as caracteristicas do processo aleatério r(n). O
primeiro valor esperado do ultimo termo do lado direito de (5.59) ja foi
aproximado em (5.17) como

E{a" (r(n -1a" (NQ(-n +r(n -1p(n)e" (n)|v(n)}

= 52t {QT (-n+DE fa(n)a’ (n)| v(n)}} E {o(no” ()| v()}
(5.60)

(5.59)
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Substituindo-se (5.60) em (5.58), obtém-se

c {ra(n) $()r (n-2)Q' (—n+3)a(n)¢T(n)|V(n)}
6" ((n)]

= —E{[¢" (M) *[v(M}E{o(n)e" (n)v(n)}  (5.61)
xo?tr{Q (-n+1)E{a(n)a" (n)|v(n)}}.

O décimo nono termo do lado direito de (5.37) é derivado através
de hipotese similar & H5, considerando que o termo no denominador €é
elevado ao quadrado, ou seja,

E{[éT(n)Q(—nHzUT OO b (n>|v(n)}
(0" (o)

= E{[6" (eI *|v(M)} E {{[&" (MQ-n+DU" (n)  (5.62)
xV(0)]" §(m)$" ()| v(n)}.

O segundo valor esperado a direita de (5.62) é avaliado através do
teorema da fatoragcdo dos momentos Gaussianos de (5.52), assumindo-se
as variaveis y, = ¢(n), ys' = ¢'(n) e y1 = y4 = &'(N)Q(-n+1)U"(n)v(0), e
gue a(n) = a, tendo-se a hipétese H7. Assim, é possivel decompd-las em
correlagBes de segunda ordem entre os pares de variaveis,

E{[& (MQEn+HU” V)| 6" (v
= 2E{[&" (Q(-n+DU" (V(O) ()| v(n)}
< E{¢" (M (MQE-n+HU (Mv(0) ] v(n)|

+E {[éT (MQ(-n+HU" (Mv(0) | ‘ v(n)} E{o(n¢” (n)|v(n)}.
(5.63)

Dessa forma, substituindo-se (5.63) em (5.62), tem-se que
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[4" (oI’
E{[6" (M$m]”|v(n)}
x[ZE{«b(n)[éT (MQE-n+DU" (Mv(0) ] v()}
<E{[V @UMQ" (-n+Dam ]¢" (m]v(n)|
+E{[a Q- +)U" VO] |v(m)
<E{o(me” (m|v(m)} |

i {[aT (MQ(=n+ U (V(O)F ¢()¢" (n)lv(n)}

(5.64)

Os valores esperados do vigésimo e vigésimo quarto termos de
(5.37) podem ser eliminados levando em consideracdo as caracteristicas
do ruido de medida e a independéncia estatistica com o vetor de
excitagdo u(n),

E{«b(n)éT (MQ(=n+HUT MV(O)r" (1-Q" (-n +Da(n)¢" <”)|V(n)}
[67 (e’ |

e { ' (n-1)Q" (-n +1)a()a’ (NQ(-n +1)U" (n)v(0)d(n)¢’ ()| V(n)}
[6" (Mo |

=E {rT (n —1)| v(n)}

y E{QT (- +DAMA" (MQ(=n + DU (NV(O)d(n)" (n)IV(n)}

[0" (Mo(n)])*
=0,.
(5.65)
E finalmente, aplicando-se H5 no vigésimo quinto termo a direita
de (5.37), tem-se que
E{[éf (QEn+Dr(n—1T' 4()3’ (n)|v(n)}
[ (Me(n)]
= E{[¢" (Mo v} E{[a" MQ(-n +Dr( -1 (e (m|v(m)}.
(5.66)
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em que segundo valor esperado a direita de (5.66) considera 0s
momentos de quarta ordem, podendo ser fatorado em pares de
momentos de segunda ordem através do procedimento descrito no
Anexo B, e considerando as variaveis Gaussianas (hipotese H7)

Y1 = ye = 2T(MQEN+)r(n-1), y2 = $(n) e ys" = $(n), 0 que resulta em

= [ (v} E {QT (-nsnja(me(n)fv(n)| E {8 (maT (m)Q(-n+1)r(n-Djv(n)|

+E{p(m)a” (Q(-n+2)r(n-v(n){E{a" (M)Q(-n+2)r(n-1)¢" (n)jv(n)}
On

()& (T (o)

VE {[aT (MQ(-n+2)r(n-1)]"

(5.67)

sendo que o primeiro valor esperado do Ultimo termo do lado direito de
(5.67) ja foi avaliado em (5.23), e desta forma, (5.66) resulta em

E{[@J (MQEn+Vr(n T 4(r)¢" (n)lv(n)}
[ (9] |

= E{[¢' Mo v E{ome’ V()] (5.68)
xaftr{Q(—n +DE{a(ma’ (n) v(n)}}.

Embora a funcdo densidade de probabilidade conjunta de v(n)
ndo é conhecida, uma aproximacdo para K(n+1) pode ser obtida
considerando-se que v(n) e ¢(n) sdo estatisticamente independentes
(hipotese H3), e empregando as hip6teses H6 e H7. Substituindo-se os
resultados obtidos em (5.38) a (5.45), (5.49), (5.50), (5.56), (5.57),
(5.61), (5.64), (5.65) e (5.68) em (5.37), e tomando-se o valor esperado
visando retirar o condicionamento em v(n). Esse procedimento resulta
na expressao
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K(n+1) = K(n)
—E{[¢" (Mo(MI K (M E{(n)" (n)}
—E{[¢" (Mo(MIIE{d(n)¢" (n)}K(n)
+E{[$" (MoM]*IELG(N" (MV(MVT (n)(n)d" (n)}
+E{[$" (Mo(m)] Yo tr{l+ E{a(n)a’ (N} IE{d(n)¢’ (n)}
—E{[¢" (Mo(MI IE{v(MIV' (O)E{U(N)Q" (-n +Da(n)¢" (n)}
—E{[¢" (Mo(MIIE{d(n)a’ (MQ(-n+1)U" (N)}v(0)E{v' (n)}
+2E{[¢" (Mo ()] “IE{d(N)&" (N)Q(-n+HU" (n)}
x V(0)E{V" ()}E{d(n)¢" (n)}
+2E{[¢" (M$(M)]*IE{d(N)¢" (n)IE{v(n)}v' (0)
x E{U(N)Q" (=n +Da(n)¢" (n)}
+ 2E{[¢" (M$(M]*IE{d(n)¢" (n)}
x t{E{U(n)Q" (-n+1)a(n)¢" (n}E{v(n)}v' (0)}
+E{[$" (N)o(n)]“IE{[&" (MQ(-n + U™ (MV(O)FIE{S(n)" ()}
+ 2E{[0" (Mo ()] “IE{d(n)a" (N)Q(-n +HU" (n)}v(0)v' (0)
x E{U(N)Q" (-n+D)a(n)¢’ (n)}
—2E{[¢" (Md(M)] 3o tr{Q" (-n+E{a(n)a” (N BE{d(n)¢" ()}

+E{[¢" (No(M] 3o/ tr{Q" (-n +E{a(n)a” (M) BFE{d(n)¢" (n)}
(5.69)
sendo K(n+i) = E{v (n+i)v'(n+i)} parai= {0,1}.

A avaliagdo do segundo valor esperado do quarto termo do lado
direito de (5.69) é obtida através da equagdo (3.85) de Almeida
(2004, p. 76),

E {(é” V(v (e ()}

G ,[G G .
=S {ﬁtr{K(n)}+(1—ﬁjE{v (n)}E{v(n)}}RW,.

Detalhes sobre o procedimento empregado nessa aproximacao
podem ser obtidos diretamente na referéncia.

(5.70)
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O primeiro valor esperado deste mesmo termo, assim como nos
demais termos da equacdo (5.69), € expresso através da equacdo (3.73)
de Almeida (2004, p. 77),

-1

E{[6" (Mo} = {[%) o/ (G*+ ZG)} . (67

Dessa forma, substituindo-se as aproximacg6es obtidas em (3.1),
4.7, (4.9), (5.27), (5.32), (5.33), (5.70) e (5.71) em (5.69), resulta na
equacao recursiva:
K(n+1) = K(n) - ,K(n) + p,tr[K(n)]1
+E{VT (M E{v(M} 1 + 70,
+75E{v(N)} V' (R (n)
+75R . (MV(OE {V' (n)}

(5.72)
+2y,V' (O)R;u~ (ME{v(n)}1,
+75V" (O)R,V(0)1,
+7:R 4 (MV(0)V' ()R}, (n)
75| o7’ Q(-n+1)a]l,
em que
2 G P
"76-2)" " N(G*+26)"  N(G?+26)
o’N (1+aTa) _ N N
7T 56(67+26) " T 676(GP +26) 0G(G-2)
N 2N?
7T 56(67+26) " ot (67 +26)
(5.73)

Como citado anteriormente, equacdes deterministicas para R ()
e R;(n) sdo derivadas no Apéndice B e Apéndice C, respectivamente.
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5.2.2 Trago da Equacéo Recursiva dos Momentos de Segunda Ordem

A equagdo para o erro quadratico médio em (5.35) requer a
expressdo do traco de K(n). Dessa forma, aplicando o operador traco em
ambos os lados de (5.72), obtém-se

k(n+1) = k(n) - yk(n) + p,tr {k(n)1, }
+;/3tr{E{vT ()} E{v(m}1 N}
+7tr {1y} + ystr{E{v(n)} v (O)R}, (n)}
+;/5tr{ R, (WV(O)E{V' (n)}}
+275tr {VT (O)R (ME {v(n)} 1, }
+75tr{V Q)R V(O)1, }
+77tr{R 5 (MVOIV ()R}, (n)}

—,tr {[afaTQ(—n +Da]l,, }

em que k(n+i) = tr{K(n+i)}, para i = {0,1}. A equacdo (5.74) pode ser
avaliada utilizando-se as propriedades algébricas do operador trago.

(5.74)

Dessa forma, o terceiro termo do lado direito da equacéo (5.74)
resulta em

tr{tr{K(n)} 1} =k(n)N (5.75)
enquanto, o quarto termo de (5.74) é expresso por
tr{E{vT (n)} E{v(n)}1, } =E{V' (n)} E{v(n)}N. (5.76)
O sexto e sétimo termos de (5.74) sdo definidos por
tr{E{v(n)}Vv' (R}, (")} =V (O)R}, (ME {v(n)} (5.77)
e de forma similar, o oitavo termo de (5.74) resulta em
tr{v" (R}, (ME{v(M} 1, } =V O)R},(NE{v(M}N. (5.78)
Considerando-se que R(n)v(0) € um vetor de dimensdes N x 1,
0 décimo termo de (5.74) pode ser calculado como

tr{R s (MV(O)V" (0)R ()

(5.79)
VT QR (MR, (WV(O).
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Finalmente, substituindo-se (5.75) a (5.79) em (5.74) chega-se a
equacao recursiva para k(n):
k(n+1) =(1-y, +7,N)k(n)

+7sNE{VT (M)} E{v(n)} +7,N
+2(75 + 7N )V  (0)R}; (N)E{v(n)}
+7sNV" (0)R, (n)v(0)

+77V" (0)R (MR (n)v(0)
~7:No7[a'Q(-n+1)a].

(5.80)

5.2.3 Forma Fechada para k(n)

A equacdo (5.80) pode ser obtida na forma fechada através de
substituicdo iterativa. O procedimento a seguir visa obter tal expressao,
sendo apresentado o método nas duas primeiras iteracbes e
generalizando posteriormente.

n = 0: No instante inicial, tem-se que
k(D) = (1- 7, +7,N)k(0) + sNE {v' (0)} E{v(0)}
+7,N +2(75 + 75N )V (O)R}, (0)E {v(0)}

(5.81)
+7,NV (0)R, (0)v(0) + ,v" (0)R; (0)R , (0)v(0)
—7.No?[a"Q(D)al.
n = 1: Na segunda iteracéo, (5.80) resulta em
k(2) = (17, +7,N k(@) + 7;NE {v' ()} E{v(D)}
+7,N +2(75 + 7N )V (O)R}; (DE{v(D)} (5.82)

+7sNVT (0)R; (DV(0) - 7sNo7[a’Q(0)a]
+7,V" ()R (DR 4 (W V(0)

e aplicando k(1) em k(2),



104

(1-7+7,N)k(0) + 7sNE{v' (0)} E{v(0)}
+7,N + 2()/5 + 76N )vT (O)R!,(0)E {V(O)}
+7sNV' ()R, (0)v(0) - 7N o[’ Q()a]
| +77:VT ()R} (0)R , (0)v(0) |
+7sNE{V (O} E{v()} +2(7s + 7N )V (OR}; (DE{v(D)}
+7,N + 7NVT ()R, ()V(0) + 7,vT (OR}; )R ()v(0)
—7sNo7[a’Q(0)a].

k(2)=(1-7+7.N)

(5.83)
Rearranjando os termos de (5.83), resulta em

k(2)=(1-7,+7,N) k(0) + 75 (1- 7, + 7,N)NE{V' (0)} E{v(0)}
+7NE{VT (O} E{vD)} + 7, (17, +7,N)N +7,N
+2(1— 7n+7,N )(75 + 76N )VT (O)R;a(O)E {V(O)}
+2(75 + 7N )V (O)R} (DE{v(D)}
+75 (1= 7, +7,N )NV (0)R; (0)v(0) + 7sNV' ()R (1)v(0)
+7; (L=, +7,N)V' (O)R;G (0O)R,; (0)v(0)
+7,V" (O)R}; DR, (W)V(0)
~75(1=7+7,N)No?[a"Q()a] - 7;No?[a" Q(0)a].
(5.84)

Este procedimento é repetido sucessivamente, resultando na
forma fechada para a equacdo fechada para o traco dos momentos de
segunda ordem.

Na iteracdo n = P, devido a natureza da matriz Q(-n+1)|.sp = Op,
tem-se que Ry(n)ln=p = On, Ra(N)l=p = On, € a'Q(-n+1)alyp = 0. Dessa
forma:

K(P+1) =(1- 7, +7,N)k(P) + »;NE{v" (P)} E{v(P)} +y,N. (5.85)

Entretanto, a influéncia dos elementos dependentes da matriz
Q(-n+1) ir4 permanecer ao longo do tempo pelo efeito de memoéria
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recursiva, sendo multiplicado por um fator de decaimento exponencial
(1-y1+7,N)"". Dessa forma, resolvendo (5.85) para k(n), sendo n > P,
tem-se que

k(n)=(1-7+7,N)"k(0)
+7,N _nZ(l—yl +y,N) E{v" (i)} E{v(i)} (5.86)
7N (17N (L 7N

em que a constante 7 é determinada por

ra 22(1_71 +7,N) 77 (7 + 7N VT Q)R () E {v (i)}

'U
AN

7N (17,4 7,N)" VT (ORI ()v(0)
- (5.87)
_76N (1 71+7/2 ) [a Q( H'l)a]

P-i-1 T

+77Z(1 7’1+72N) (O)R (')R¢a(i)v(0)-

A equagdo (5.86) nao contempla os instantes 0 <n<P, devido a
complexidade computacional, mas apresenta um custo computacional
reduzido em relacdo a versao recursiva para n > P. O valor esperado de
v(n) é apresentado na equacao (4.20).

5.3 Comportamento em Regime Permanente

Um filtro adaptativo ndo polarizado é dito operando em regime
permanente quando

{m E{v(n)} =0,

limE{K(n+1} =limE{K(n)} = 89)
n—ow nN—oo

A primeira condicdo € verificavel através da equacao (4.20), para S, na

regido de estabilidade (valor menor que a unidade). Nesta se¢do séo

obtidas equacdes deterministicas para o erro quadratico médio e o

desvio quadrdtico médio em regime permanente e ambiente

estacionario, respectivamente.
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5.3.1 Desvio Quadratico Médio

O desvio quadratico médio (DQM) descreve a poténcia média das
flutuacdes dos coeficientes em regime permanente. Assumindo-se a
convergéncia em regime permanente para (5.72) podemos escrever

K, =K, =nK, +7K I, +7ly (5.89)
sendo que K, é definido em (5.88) e k,=tr{K,}. Dessa forma,
isolando-se K,,, obtém-se que

1
K., ~=[rk. +7.]ly (5.90)
1
e aplicando-se o operador traco em (5.90), tem-se que
1 N
k. ztr{—[nkm+74]|N}=—[72kw+74]- (5.91)
N N
Isolando k., chega-se em
k,~nNy, (5.92)

onde 7 é definido como

1 _(6-2)(G+2)

n= = (5.93)
7, - Ny, (G+6)
Substituindo (5.93) em (5.92), resulta na expressdo para 0 desvio
guadratico médio:
. (G-2)(G+2)
limk(n) ~| —————=|7,N. 5.94

5.3.2 Erro Quadratico Médio em Regime Permanente

O erro quadratico médio em regime permanente é definido por:

E2limE{e’(n)}. (5.95)
Dessa forma, fazendo (5.35) tender ao infinito, tem-se que
E~oik, +(1+a'a)o?. (5.96)

Aplicando-se a equacao (5.94) em (5.96)
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5“%{%}Nn+(l+{fa)0}2. (5.97)

Substituindo-se y, de (5.73) em (5.97), obtém-se a expressdo
deterministica para o erro quadratico médio em regime permanente,

Ex (1+ a’ a) [1+ (,\(|3(_|C_;6_) (2();(2(3-;(23))163 (5.98)

Os resultados obtidos em (5.94) e (5.98) corroboram o0s
apresentados em (ALMEIDA, 2004, pag. 83).

Através da expressdo matematica para o regime permanente em
(5.98) observa-se que 0 mecanismo de memoria recursiva aplicado no
transiente inicial, e que inclui o Efeito de Inicializacdo, ndo afeta o
regime permanente. Dessa forma, o0s resultados obtidos nesta se¢do séo
idénticos aos obtidos em (ALMEIDA, 2004, p. 83) e as mesmas
consideragOes sdo validas para este trabalho. Assim, aumentando os
graus de liberdade G da distribuicdo chi-quadrada, e consequentemente
a relacdo N >> P, leva a reducdo de 1+[N(G-2)(G+2)J/[(G+6)(G*+2G)],
que por sua vez conduz a redugdo do EQM em regime permanente.

5.3.3 Erro Quadratico Médio em Excesso

O erro quadratico médio em excesso (EQMex) no regime
permanente é obtido subtraindo de (5.96) o minimo erro quadratico
médio que seria produzido pela solucdo 6tima do filtro de Wiener, ou
seja, a poténcia do ruido, de forma que

N(G-2)(G+2)
(G+6)(G*+26G)

EQMex;{ ](lﬂfa)o-r2 +(aTa)af. (5.99)
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5.4 Concluséo

Neste capitulo foram derivadas equacGes para o erro quadratico
médio em regime transitorio e permanente, além de expressdes para 0s
momentos de segunda ordem do vetor de erro dos coeficientes. A
equacdo derivada para 0 EQM (5.35) é equivalente a equacdo (3.63) de
(ALMEIDA, 2004),

E{e’(n)} = (1+ a'a+ tr{E {[UT (n)U(n)T}}jq2

+1r[ Ry, K(n) ]
exceto pela inclusdo dos trés Gltimos termos do lado direito, que séo
contribuicGes deste trabalho para modelar o Efeito de Inicializacéo.

(5.100)

De forma associada, é apresentada uma expressao recursiva para
0 trago dos momentos de segunda ordem em regime transiente e sua
derivacdo na forma fechada. A nova equacdo recursiva de K(n) é
semelhante a obtida anteriormente por Almeida (2004), exceto pelos seis
Gltimos termos. Os quatro primeiros termos do lado direito de (5.69)
determinam a constante de tempo do decaimento no modelo de K(n). A
equacdo na forma fechada para k(n) foi obtida para n> P, instante em
gue o escalar z, que representa a memdria intrinseca dos momentos de
segunda ordem devido ao Efeito de Inicializacdo, se torna um valor
deterministico. Essa valor se esvanece exponencialmente conforme as
iteragdes se sucedem.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sdo apresentados alguns resultados representativos
de um conjunto maior de simulacBes abrangendo variadas combinacGes
de parametros. Essas simulagdes visam validar o modelo proposto, além
de efetuar uma comparacdo com o modelo de Almeida (2004). A
referéncia empregada é a simulacdo Monte Carlo do pseudo algoritmo
de projecdes afins.

As simulacfes sdo realizadas considerando o problema de
identificagdo de sistema da Figura 6, sendo conduzidas em um ambiente
controlado com sinais sintéticos. A analise proposta avalia
gualitativamente, e quantitativamente, o comportamento do regime
transitorio inicial e do regime permanente. As figuras de mérito
empregadas sdo o comportamento médio dos coeficientes e o erro
quadréatico médio.

6.1 CondicGes de Teste

Os parametros de simulacdo empregados na maioria dos
exemplos visam enfatizar o Efeito de Inicializacdo, visto que os modelos
de Almeida (2004) descrevem adequadamente o comportamento do PAP
qguando esse efeito ndo é significativo. Nessa condigdo, como sera
mostrado, os modelos propostos nesse trabalho produzem predicdes do
comportamento do PAP mais precisas que as obtidas pelos modelos de
Almeida (2004). Quando ndo particularmente especificados, 0s
pardmetros de simulacdo utilizados séo:

e 0 sinal de excitacdo de entrada u(n) é um processo aleatério AR,
sendo que as 10.000 primeiras amostras sdo descartadas de forma a
diminuir o efeito da ndo-estacionaridade decorrente do transitdrio de
inicializacao;

e 0 ruido de medida é produzido por um processo branco Gaussiano de
média zero e variancia ,° = 10°;

e a variancia da inovacdo z(n) é ajustada de forma que a relacdo sinal-
ruido SNR = 10.log;o(W°'RwW°/s;°) seja de 60 dB;

e a inicializacdo do filtro adaptativo é realizada na origem, ou seja, 0
vetor inicial de coeficientes é w(0) =[00 ... 0]";
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e a matriz U(n) é completamente preenchida antes do inicio da
atualizacdo dos coeficientes;

e as matrizes Ry(n) e Ry(n) sdo obtidas através das equagoes
fornecidas no Apéndice B e Apéndice C, respectivamente.

Além disso, duas plantas w° diferentes, com 128 amostras cada,
sdo utilizadas:

e resposta ao impulso normalizada de um canal de eco de um
simulador hibrido de rede da norma ITU-T G.168
(RECOMMENDATION ITU-T G.168, 02/2002, p. 88) (ANEXO
D.2, TABELA D.5), conforme Figura 8;

04
0z
T
-0.2
04 i i i i a i
20 40 60 an 100 120
Amostra (k)

Figura 8 — Resposta impulsiva de um canal de eco (ITU-T G.168).

e resposta ao impulso de um ambiente acustico de longa duracdo
utilizada nos exemplos de (ALMEIDA, 2004).

04r
oz
E 0
-0.2
04 i ; i i i i
20 40 B0 an 100 120
Amostra (k)

Figura 9 - Resposta impulsiva utilizada em Almeida (2004).
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6.2 O Efeito de Inicializacéo

Essa secdo apresenta um exemplo, dentre diversos resultados
obtidos, que demonstra a diferenca de desempenho entre os algoritmos
APA e PAP, considerando o0 uso de passo unitario. Conforme discussao
na Secdo 3, essa diferenca ocorre em virtude do Efeito de Inicializacéo.
Comparacdes o resultado da equagdo (3.48), com o0 novo modelo
derivado e o anteriormente obtido por Almeida (2004) sdo fornecidos.

A Figura 10 apresenta a curva de aprendizado do erro quadratico
médio quando os dois algoritmos sdo sujeitos exatamente as mesmas
condi¢Bes. Foram utilizados como pardmetros: um sinal de entrada
autoregressivo, conforme equacdo (2.31), com vetor de coeficientes
a=1[1,96-0,9893] e z(n) um processo aleatorio branco Gaussiano com
variancia ¢,°~ 0,0575; o ruido aditivo é um processo Gaussiano, de
média zero e variancia o°~10°% N=128; P=2, u=1 e
w(0)=[00...0]". A planta utilizada é a resposta ao impulso de um
canal de eco da norma ITU-T G.168, conforme Figura 8. A simulagéo
Monte Carlo foi obtida através de uma média de 500 promediacdes.

O resultado presente na Figura 10 demonstra uma pequena
diferenca entre os dois algoritmos para um processo AR(2), através de
simulagdo Monte Carlo, contrariando as afirmagdes de Bouteille et al.
(1999). Salienta-se que a curva azul de (3.48) esta sobreposta a curva
espiculada em cor preta, que representa (2.38), demonstrando a
equivaléncia da equacgdo para o algoritmo APA. A curva em vermelho
representa o processo de atualizacdo dos coeficientes do algoritmo PAP
de (2.47). O novo modelo, representado pela curva em magenta,
descreve o comportamento do PAP, enquanto o modelo anteriormente
derivado em Almeida (2004), em ciano, produz uma boa descri¢do da
curva do APA ap6s um determinado nimero de iteragdes. Um erro de
12 dB ocorre na primeira iteragdo, conforme detalhe da figura.

Porém salienta-se que os parametros deste exemplo foram
escolhidos para demonstrar uma situacdo extrema considerando uma
baixa ordem do processo autoregressivo, e que geralmente, para esse
caso, essa diferenca ndo ocorre, ou € insignificante. Por exemplo, a
Figura 11 foi gerada com um processo AR(1) - u(n) =-0,9u(n-1)+z(n);
o, ~1; P = 1; e demais parametros utilizados na simulaco anterior. Ela
demonstra a similaridade na curva de aprendizado entre os dois
algoritmos e 0s modelos de Almeida (2004) e proposto e anteriormente
obtido. Nessa situacéo, x(0) é desprezivel.
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: : (a) Monte Carlo PAF
] SRR RUUUS Lo (k) Monte Carlo APA

: : {c) Monte Carlo Eq. (3.48) |
() Almeida (2004) :
(e} Modelo proposto

0 200 400 &00 a00 1000
lteragdes
Figura 10 — Comportamento do EQM para um processo AR(2); N=128 e
P = 2. (a) PAP em vermelho; (b) APA em preto; (c) equacédo (3.48) em azul; (d)
modelo tedrico de Almeida (2005) em ciano e () modelo proposto em magenta.
PO e e T L L L :
: : : (=) Monte Carlo PAP :
{b) Mante Carlo APA .
{c) Monte Carlo Eq. (348) [:
() Almeida (004) '
(e) Modelo proposto

= CEOE e e e B
=
=
i
(T 11 | R SO S SRk Yo PO SO U SO
T T e O P
_50 S =Y 11) 1y DR
0 i i i ; i i i i
] 1aa 200 300 400 500 <] oo gao
lteragdes

Figura 11 — Comportamento do EQM para um processo AR(1); N=64 e P=1.
(a) PAP em vermelho; (b) APA em preto; (c) equacdo (3.48) em azul; (d) modelo
tedrico de Almeida (2005) em ciano e (e) modelo proposto em magenta.
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6.3 Comportamento Médio dos Coeficientes

Esta secdo apresenta os resultados para o comportamento médio
dos coeficientes e para o vetor de erro dos coeficientes utilizando os
modelos obtidos no Capitulo 4. Sdo fornecidas comparagdes entre o
modelo proposto na equagdo (4.14) e o modelo de Almeida (2004).
Como referéncia, foram utilizadas 5000 realiza¢des de Monte Carlo. As
figuras apresentadas em escala logaritmica visam facilitar a visualizacéo
da diferenca gerada no periodo inicial do regime transiente para o vetor
de erro dos coeficientes, em virtude da incluséo de (3.30).

e Exemplo 6.3.1

Os seguintes pardmetros foram empregados na simulagéo: o sinal
de excitacdo u(n) é obtido através de um modelo AR(1), que é definido
pela equacdo u(n)=-0,9u(n-1)+z(n). A varidncia da inovagdo ¢é
o>~ 1,03; 0 nimero de coeficientes do filtro é N = 64, e o nimero de
vetores passados é P = 1.

Q& - Rt PEEEEE R pree ............. SRR :

025 borrr e ) S S

(a) Monte Carlo(d)

() Modelo Propostold)
(c) Coef. plantaid)

— — = {d) Maonte Carlo(3z)

— =~ (&) Modelo Proposto(3z) |

B e}

] 100 200 300 400 500 B00
lteragAn
Figura 12 — Comportamento médio do 8° e do 32° coeficiente para 0 Exemplo
6.3.1. AR(1); N=64 e P=1. (a)(d) simulagdo Monte Carlo (preto); (b)(e)
modelo proposto em (4.14) (azul); e (c)(f) coeficiente da planta (vermelho).
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Os coeficientes da planta empregados sdo 0s primeiros 64
coeficientes da resposta ao impulso de um ambiente acustico utilizado
em Almeida (2004), conforme Figura 9. Essa configuragdo de
parametros € similar a utilizada no Exemplo 3.7.1 de Almeida (2004, p.
67).

A Figura 12 apresenta 0 comportamento médio do oitavo e
trigésimo segundo coeficientes e a curva gerada pelo modelo analitico
da equacdo (4.14). Ambas as predi¢es realizadas pelo modelo proposto
sdo similares as obtidas pelo modelo de Almeida (2004, p. 67) e
encontram-se praticamente sobrepostas. Essa semelhanca pode ser
verificada detalhadamente em escala logaritmica na Figura 13, para as
primeiras 80 iteracBes da evolucdo do décimo coeficiente. Ou seja, para
essa configuracdo de parametros, a influéncia da auséncia de x(0) é
praticamente desprezivel, visto que P é pequeno e a inicializacdo do
vetor de coeficientes estd proxima a solucdo 6tima. Dessa forma, o
modelo proposto e 0 modelo de Almeida (2004) apresentam excelente
concordancia com a simulagdo Monte Carlo.

SlEr T ; T : ! !
14 Lo .__. ......... ......... e - 4
: e : : (&) Maonte Carlo (100
. : _ () Almeida(2004) (10)
_‘IE_. ......... ...... ....... (C:l Modelo perDStD (1 D) s
= E
= 187
= : : : : T : : :
0 : : : : A . : :
= -0 b ERERERERS: feeeiian. e PR, = P ]
RN D N
R PRI STERR L SRTRRN NI ;
4 _ ......... .......... ......... ......... .......... ......... ......... ......
gl i ; i i i i i
a 10 20 3a 40 an 4l Kl il
lteragdes

Figura 13 — Comportamento médio do 10° coeficiente de v(n) para o Exemplo
6.3.1 em escala logaritmica. AR(1); N =64 e P = 1. (a) simulacdo Monte Carlo
(preto); (b) modelo em Almeida (2004) (vermelho) e (c) modelo proposto em
(4.11) (azul).
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e Exemplo6.3.2

Para este exemplo é utilizada a seguinte configuracdo de
parametros: o sinal de excitagdo é gerado por um processo AR(2)
u(n) = 1,96u(n-1)-0,9893u(n-2)+z(n); o, = 0,0575; N =128; P =2. Os
coeficientes da planta séo a resposta ao impulso de um canal de eco de
linha fornecido na norma ITU-T G.168. Esse exemplo visa demonstrar
um caso no qual P é pequeno, w(0) ¢ inicializado em zero, ou seja,
préximo a solugcdo Otima, e o sinal de entrada é fortemente
correlacionado.

012 e e s N TR TR ........... s AR .

N R

0.05 _q)? .............................. {a) Monte Carlo(S)
’?f.f {h) Modelo Proposto(s)
S I SO S L (€) Coef. planta(5)
= ;ff : § : — ——{d) Mante Carlo(37)
32 ”{ ) ' ' — =~ (&) Modelo Propasto(3T)
o o004 b llJ:l|r ....... P A ———(f:] Coef pIanta(S?)

0.0z i I i i 1 i |
0 100 200 300 400 500 500 700
lteragdo
Figura 14 — Comportamento médio do 5° e 37° coeficiente para o Exemplo
6.3.2. AR(2); N=128 e P =2. (a)(d) simulacdo Monte Carlo (preto); (b)(e)
modelo proposto em (4.14) (azul); e (c)(f) coeficiente da planta (vermelho).

Através da Figura 14 observa-se uma adequada acuracia do
modelo proposto em (4.14) em relacdo a simulacdo Monte Carlo. Além
disso, nota-se uma perfeita modelagem dos coeficientes da planta em
regime permanente.
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(a) Monte Carlo (30)

_ : : th) Almeida(2004) (30)
_20 _ ........ ......... ........ ......... ...... [c) Modelo proposta (30)
: ' ' : : —— — (d) Monte Carla (42)
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Figura 15 — Comportamento médio do 30° e 42° coeficiente de v(n) para o
Exemplo 6.3.2 em escala logaritmica. AR(2); N =128 e P = 2. (a)(d) simulagéo
Monte Carlo (preto); (b)(e) modelo em Almeida (2004) (vermelho) e (c)(f)
modelo proposto em (4.11) (azul).

A Figura 15, por sua vez, apresenta a evolucdo do 30° e 42°
coeficiente do vetor de erro dos coeficientes v(n) para as primeiras 50
iteracbes do modelo obtido em (4.11) e o desenvolvido em Almeida
(2004). O resultado ¢ apresentado em escala logaritmica. Verifica-se que
0 modelo proposto acompanha a simulacdo Monte Carlo com maior
acuracia que o modelo de Almeida (= 2 dB para o 30° coeficiente e =
1 dB para 0 42°).

Esse exemplo tem como principal objetivo demonstrar que o
efeito gerado pela inicializagdo pode acarretar em um comportamento
ndo desprezivel, mesmo para um baixo valor de ordem do algoritmo.
Isso ocorre devido a elevada correlagdo de u(n), que consequentemente
influencia a matriz R 4(n), em virtude do Efeito de Inicializagdo. Devido
ao efeito de memoria da equagdo recursiva, descrito na Subsecéo 4.2,
essa diferenca se propaga até o regime permanente, sendo reduzido
exponencialmente, quando entdo se esvanece.
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e Exemplo6.3.3

Seja um processo de filtragem adaptativa composto pelos
seguintes parametros: sinal de excitagdo gerado por um processo
AR(30) com coeficientes a; = (-0,99)' para i=1,...,30; variancia da
inovacdo o,°~1; N =64 e P = 30. Os coeficientes da planta sdo as 64
primeiras amostras da resposta ao impulso de um canal de eco da norma
ITU-T G.168, conforme Figura 8.

Os coeficientes foram inicializados em w(0) = [100 100 ... 100]".

Neste exemplo a matriz R(n) foi estimada através de realizagbes do
sinal de excitacéo.

100 T
EI:I .............. ................... l:a:] MDntE Carln (5:] - .
(hy Almeidafz004) (3)
~— g (c) Modelo proposto (5)
2 ED ................ SRR d o e
p=h : : :
}LD
m .
= : :
D'.T 40 e R T , ..................
o . . :
ZOF- ................. .................... ....................
0 1 i
1] a0 100 130 200

lteragdes
Figura 16 — Comportamento médio do 5° coeficiente de v(n) para o filtro do
Exemplo 6.3.3 em escala linear; R,;(n) estimado numericamente; AR(30);

N =64 e P =30. (a) simulagdo Monte Carlo (preto); (b) modelo em Almeida
(2004) (vermelho) e (c) modelo proposto em (4.14) (azul).
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A Figura 16 apresenta a comparagéo entre 0 modelo proposto em
(4.11) para o quinto coeficiente de v(n) em relacdo ao modelo de
Almeida (2004). Pode-se observar uma maior precisdo no modelo
proposto. Salienta-se que esse resultado foi obtido com R 4(n) estimado
numericamente a partir de realizagdes do sinal de excitacao.

No caso de avaliagéo de R ;(n) através do equacionamento do
Apéndice B o modelo proposto apresenta resultado semelhante aos
obtidos pelo modelo de Almeida (2004) o que indica necessidade de
aprimoramento futuro na estimacao dessa matriz.

Essa diferenca provavelmente é ocasionada pela aproximagéo de
a(n) por a, considerada pela hipétese H7 e pelo fato de N ndo ser muito
maior que P, ndo satisfazendo a hipotese H1. Salienta-se que esse
exemplo é um caso extremo visando demonstrar os limites de validade
do modelo.

6.4 Erro Quadratico Médio

Esta se¢do apresenta resultados que demonstram o incremento na
acuracia de predicdo do erro quadratico médio pelo modelo proposto de
(5.35) em relacdo ao modelo de Almeida (2004), utilizando como
referéncia a simulacdo Monte Carlo. Seis exemplos sdo apresentados,
ressaltando as caracteristicas do modelo proposto. Nas simulacdes,
também sdo apresentados os resultados da equagdo para 0 regime
permanente (5.98) e do minimo erro quadratico médio produzido pelo
filtro de Wiener na condicao 6tima, ou seja, a poténcia do ruido r(n).

Para determinar o nimero minimo de promedia¢fes R para o
procedimento de teste, 0 método descrito no Anexo E é utilizado,
assumindo-se que a variavel aleatdria e(n) é Gaussiana. Considerando 0s
parametros « =0,05, poténcia (1-8) de 0,9 e A=1,1, resulta na
necessidade de serem realizadas 573 promediacfes para que seja obtido
um intervalo de confianca de 0,5%.



119

e Exemplo 6.4.1

Os parametros utilizados neste exemplo sdo similares ao primeiro
exemplo de Almeida (2004, p. 85): o sinal de excitagdo u(n) é gerado
através de um processo AR(1) u(n) =-0,9u(n-1)+z(n); o,° = 1,03;
N = 64; P = 1. Os coeficientes da planta empregados sdo 0s 64 primeiros
coeficientes da resposta ao impulso de um ambiente acustico utilizado
em Almeida (2004), conforme Figura 9.

Neste primeiro exemplo, verifica-se através da Figura 17 que
ambos 0s modelos possuem resultados similares e se aproximam da
simulacdo Monte Carlo. Entretanto, no detalhe superior do gréafico da
Figura 17 nota-se que para o modelo de Almeida (2004) apresenta uma
diferenca de aproximadamente 3,5 dB na primeira iteracdo de
atualizacdo dos coeficientes, enquanto o modelo proposto se ajusta
muito bem a curva da simulagdo. Este resultado se deve a caracteristica
atenuada do Efeito de Inicializacdo (nota-se que P = 1) que resulta nos
termos extras em (5.35) em relacdo a (5.98), assim como em 6.3.1. Essa
similaridade € valida para demais exemplos de Almeida (2004).
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4 ............. . ............ MDntE carlo
N S : . Almeida(z004) |
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w : i =Yl RIS NN I Do
§—3U .......... 3 LI| Hljll‘lm.
) : ‘WFNW l‘r'J
anbo e 1 0oo......... o, 12]]0
) : : : : : :
“E0F e d ............. , ............ . ......... ............. .............
- Ok ; é i ;
1} 200 400 goo ano 1000 1200

lteragdes
Figura 17 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.1. AR(1); N =64; P = 1.
(a) Simulagdo Monte Carlo (preto); (b) modelo em Almeida (2004) (vermelho),
(c) modelo proposto em (5.35) (azul), (d) regime permanente segundo (5.98); e
() erro minimo.
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e Exemplo 6.4.2

Este exemplo utiliza os mesmos parametros do Exemplo 6.3.2: o
processo AR(2) utilizado é gerado atraves da equacdo u(n) = 1,96u(n-1)
-0,9893u(n-2)+z(n); o2 =0,0575; N=64; P=2. Os coeficientes da
planta sdo fornecidos pela resposta ao impulso de um canal de eco
conforme modelo 4 do Anexo D.2 da norma ITU-T G.168.

Em geral, o Efeito de Inicializacdo é pouco notado em uma
configuracdo de parametros com ordem pequena. Entretanto, um sinal
de excitacdo altamente correlacionado pode acarretar em uma
discrepancia nas primeiras P iteraces, resultando em uma grande
diferenca entre U(n)v(0) = r(n-1) em n =0. Nota-se na Figura 18 que,
para 0 exemplo em questdo, 0 modelo de Almeida (2004) apresenta um
erro de predicdo de aproximadamente 13 dB nas primeiras iteragdes,
diminuindo a medida que a adaptacdo evolui. As predi¢Ges produzidas
pelo modelo proposto correspondem adequadamente a curva da
simulacdo Monte Carlo.

tonte Carla
“lmeidaz004)
fodelo proposto
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MSE [dB)]
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Figura 18 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.2. AR(2); N=64; P =2.
(a) Simulagdo Monte Carlo (preto); (b) modelo em Almeida (2004) (vermelho),
(c) modelo proposto em (5.35) (azul); (d) regime permanente segundo (5.98); e
(e) erro minimo.
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e Exemplo 6.4.3

Neste exemplo sdo utilizados 0os mesmos parametros empregados
no Exemplo 6.4.2, para os valores de P = {2, 8}. A Figura 19 apresenta
comparacdes entre 0 modelo proposto (5.35) e a simulacdo Monte Carlo
para esses valores de P, considerando N = 128.

a) Mante Carlo P=2

........................................... { .
(1) Movo Maodelo P=Z |
] {c) Monte Carlo P=8
B T P e R PR (d) Movo Modelo P=§

_20 _, ........ Sy ........... ........... ........... ........... ...........

EGQM [dB)

—3':"‘ ........... ........... _, ........... ........... ...........

anf

-50
] 100 200 300 400 500 il 700
lteracoes
Figura 19 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.3. AR(2); N =64.
simulagdo Monte Carlo: (a) P=2 (preto) e (c) P=8 (magenta); modelo
proposto em (5.35): (b) P = 2 (azul) e (d) P = 8 (vermelho).

Observa-se que a curva do modelo proposto se ajusta
precisamente a simulacdo do algoritmo para ambos 0s casos.

e Exemplo 6.4.4

Este exemplo utiliza como sinal de excitagdo um processo
AR(15) com coeficientes a; = {3,0623 -3,4051 1,0137 0,9671 -0,4409
-0,8332 0,9136 -0,1986 -0,1313 -0,0624 0,1744 0,0049 -0,1331 0,0997
-0,0323}. Estes coeficientes foram obtidos a partir da estimativa dos
parametros de um sinal de eletroencefalografia (EEG) utilizando o
método de Burg. Os demais parametros sio: o,” = 0,025; N = 64; P = 15,
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Para a planta sdo utilizados os primeiros 64 coeficientes da
resposta ao impulso de um canal de eco de linha, conforme o quarto
modelo do Anexo D.2 da norma ITU-T G.168. Esse exemplo utiliza
parametros que acentuam a influéncia de k(0), e portanto, do Efeito de
Inicializagdo (P e dispersdo de auto-valores do sinal de excitagdo
elevados) e, portanto desfavorece o modelo de Almeida (2004).

tonte Carlo
Almeida(2004)
Modelo proposto |:

Regime

MSE [dE]

-a0

Enu 100 200 300 400 500 600 700 00
lteragdes
Figura 20 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.4. AR(15); N = 64;
P =15. (a) Simulagdo Monte Carlo (preto); (b) modelo em Almeida (2004)
(vermelho); (c) modelo proposto em (5.35) (azul); (d) regime permanente
segundo (5.98); e (e) erro minimo.

De acordo com a Figura 20, o0 modelo proposto produz excelente
descricdo do regime transitério inicial e em regime permanente.
Verifica-se também um periodo intermediario, entre os instantes P e N,
no qual o modelo proposto se aproxima, mas nao consegue descrever
completamente a dindmica do algoritmo (veja detalhe superior da Figura
20). Este comportamento foi observado em todos os exemplos
realizados para o erro quadratico médio. Em regime permanente, ambos
0os modelos predizem com eficacia o comportamento médio do
algoritmo, tendo suas curvas sobrepostas com o resultado da equacdo
obtida para o regime permanente.
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e Exemplo 6.4.5

Este exemplo apresenta resultados considerando uma
inicializacdo idéntica a resposta ao impulso da planta, w(0) =w°. O
processo AR(15) utilizado é o mesmo do Exemplo 6.4.4; o,” = 0,0154;
P =15. Foram utilizados dois comprimentos para a planta: N=64 e
N =128.

g ekl L 1]\1.Ilrnl_...u At u.uuﬁ.f.m M- b
W'VW ML ) LA L PP

a) Monte Carlo

i) Almeida(z004)
c) Modelo proposta |
oy Regime

MSE [dE]

il 100 zo0 Jon 400 a0n GO0 oo
lteragdes

Figura 21 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.5. AR(15); w(0) = w’;
N =64, P = 15. (a) Simulacdo Monte Carlo (preto); (b) modelo de (ALMEIDA,
2004) (vermelho) e (c) modelo proposto (azul).

Observa-se através das Figuras 21 (N =64) e 22 (N =128), que
para o caso de uma inicializacdo nos coeficientes 6timos, 0 novo modelo
apresenta uma Otima concordancia com o comportamento médio do
PAP através da simulagdo Monte Carlo.
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O modelo de Almeida (2004), entretanto, apresenta um erro inicial
de aproximadamente 14 dB. Essa diferenca € visualizada no detalhe do
canto inferior esquerdo. Nota-se, que embora a diferenga em decibéis
seja grande, o valor absoluto é muito pequeno.

Em regime permanente, ambos o0s modelos se ajustam
perfeitamente a simulacdo Monte Carlo. Este exemplo demonstra que
mesmo em uma situacdo em que v(0) = On.1, ¥(0) ndo é nulo, e portanto,
ha a ocorréncia do Efeito de Inicializacdo, devido a relagdo entre r(n-1)
e UT(n)v(0),emn=0.
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Figura 22 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.5. AR(15); w(0) = w’;
N=128, P=15. (a) Simulagdo Monte Carlo (preto); (b) modelo de
(ALMEIDA, 2004) (vermelho); (c) modelo proposto (azul); (d) regime
permanente segundo (5.98); e (e) erro minimo.
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e Exemplo 6.4.6

Os parametros utilizados nesta simulacdo séo: sinal de excitacéo
gerado por um processo AR(30) com coeficientes a; = (-0,99)" para
i =1,...,30; variancia da inovacdo o,” ~ 0,01; N = {40,64,128}; e P = 30.
Os coeficientes da planta sdo as N primeiras amostras da resposta ao
impulso do canal de eco de linha da Figura 8. Os coeficientes foram
inicializados em w(0) =[00 ... 0]". As Figuras 22 & 24 demonstram 0
resultado obtido para N =128, 64 e 40, respectivamente. Este exemplo
acentua o periodo em que o Efeito de Inicializacdo ocorre (P elevado)
demonstrando como o modelo proposto se ajusta ao comportamento
médio do algoritmo obtido por simulacdo Monte Carlo. Observa-se
através da Figura 23 (N =128) que o modelo proposto em (5.35)
apresenta uma excelente concordancia com a simulagdo Monte Carlo.
Nessa situagdo, conforme visualizado no quadro superior da Figura 23, 0
modelo de Almeida (2004) apresenta um erro inicial de 22 dB, com
progressiva diminui¢do ao longo do processo de adaptagdo, até que em
regime permanente ambos modelos produzem a mesma diferenca de
aproximadamente 0,7 dB em relacdo a simulacdo Monte Carlo.

(a) Monte Carlo

(1) Almeidal2004)
(c) Modelo proposta
(d) Regime

MSE [dE]

lteracdes
Figura 23 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.6. AR(30); N = 128;
P =30. (a) Simulagdo Monte Carlo (preto); (b) modelo em Almeida (2004)
(vermelho); (c) modelo proposto em (5.35) (azul); (d) regime permanente
segundo (5.98); e () erro minimo.
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Figura 24 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.6. AR(30); N = 64;
P =30. (a) Simulagdo Monte Carlo (preto); (b) modelo em Almeida (2004)
(vermelho); (c) modelo proposto em (5.35) (azul); (d) regime permanente
segundo (5.98); e (e) erro minimo.
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Figura 25 — Erro quadratico médio para o Exemplo 6.4.6. AR(30); N = 40;
P =30. (a) Simulagdo Monte Carlo (preto); (b) modelo em Almeida (2004)
(vermelho); (c) modelo proposto em (5.35) (azul); (d) regime permanente
segundo (5.98); e (e) erro minimo.
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As Figuras 24 e 25, em virtude do relaxamento da hip6tese H1
(N >>P), apresentam uma degradacdo significativa na acuracia do
modelo proposto em relagdo a simulacdo Monte Carlo. Esse
comportamento é observado tanto no inicio do transiente, quanto no
regime permanente. Entretanto, ainda com previsdes mais proximas que
as do modelo de Almeida (2004).

Exaustivas simulacGes indicam que a imprecisdo na aproximacao
da matriz R(n), apresentada no Apéndice B, nédo acarreta degradagéo
perceptivel na modelagem do erro quadratico médio, como verificado no
comportamento médio dos coeficientes.

De acordo com os exemplos realizados e a luz dos modelos
tedricos verificou-se que dois fatores realcam consideravelmente o
comportamento gerado pelo Efeito de Inicializagdo no pseudo algoritmo
de projecbes afins: (a) entrada de excitacdo wu(n) altamente
correlacionada; (b) inicializacdo do vetor de coeficientes longe da
solucdo 6tima da planta. Entretanto, a ordem do algoritmo, P, influencia
o tamanho da matriz U(n), e consequentemente afeta o efeito também.

Finalmente, nota-se através da Figura 20 que h4 um mecanismo
na equacdo do erro quadratico médio que ainda ndo é perfeitamente
modelado pela equacdo proposta, compreendido entre as iteracfes P e N.
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6.5 Concluséao

Neste capitulo foram apresentadas simula¢cdes que comprovam a
disparidade no comportamento dos algoritmos APA e PAP, mesmo sob
a restricdo de passo unitario, e que essa diferenca possui mais
visibilidade em determinadas combinacdes de parametros.

Através dos resultados obtidos foi verificado que os modelos
propostos apresentam um incremento significativo (chegando a 22 dB)
na acuracia das predi¢des em relacdo aos mesmos modelos de Almeida
(2004), quando o Efeito de Inicializagdo é significativo. Em regime
permanente os resultados obtidos sdo idénticos aos de Almeida (2004).

O toolbox Matlab utilizado para gerar as figuras dessa secéo,
encontra-se disponivel em (BARCELOS, 2013). Os scripts “PAPie.m” ¢
“PAPie2.m” foram utilizados para gerar as figuras da Secdo 6.2,
enquanto demais figuras foram gerados por “simul.m” ou versfes
alteradas deste script.
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7 CONCLUSOES E TRABALHO FUTURO

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre 0 comportamento do
pseudo algoritmo de projecdes afins, aplicado a um problema de
identificacdo de sistema, e restrito ao caso de passo de adaptacédo
unitario e entrada autoregressiva e a estrutura do filtro adaptativo em
linha de retardo. A motivacao desse estudo foi a existéncia de um efeito
ndo considerado na dindmica inicial do regime transitério dos modelos
anteriormente descritos, e que diferencia 0 comportamento entre 0 APA
convencional e o PAP, erroneamente descritos na literatura como sendo
equivalentes para passo unitario. Constatou-se que essa condig¢do é
necessaria, porém ndo é suficiente para garantir a equivaléncia entre
ambos os algoritmos. O mecanismo gerador dessa diferenca foi
denominado no presente trabalho de Efeito de Inicializacdo, sendo
caracterizado pela estrutura escalar do erro na atualizacdo dos
coeficientes do PAP e uma inicializagdo arbitraria de w(0).

A expressdo matematica (3.30), resultante desse estudo, permitiu
gerar novos modelos analiticos para o PAP. Dessa forma, modelos
deterministicos recursivos foram obtidos para 0 comportamento médio
dos coeficientes, o erro quadratico médio e os momentos de segunda
ordem do vetor de erro dos coeficientes. Também foram obtidas
equacBes fechadas, que permitiram uma andlise mais refinada do
mecanismo intrinseco do efeito e da memdria decorrente da
recursividade do algoritmo. Constatou-se que 0 modelo proposto, assim
como o de Almeida (2004), é um estimador ndo polarizado para o vetor
de erro dos coeficientes. Além disso, em regime permanente, ambos 0s
modelos possuem comportamento similar, visto que o efeito gerado
pelos novos termos e pela memaria recursiva se esvanece.

Os modelos analiticos propostos demonstraram uma excelente
concordancia com a simulacdo Monte Carlo, em situagdes que 0 modelo
apresentado em Almeida et al. (2005) ndo possui uma predicdo téo
acurada. Deve-se isso a auséncia de k(0) no PAP, expresso pela equacao
(3.49) e, portanto, ocorrendo nas situacbes em que: (a) entrada de
excitacdo é altamente correlacionada e (b) a inicializacdo do vetor de
coeficientes é realizada longe da solucdo 6tima. Os resultados obtidos
pelos modelos propostos demonstraram maior precisdo no transiente em
relacdo ao modelo de Almeida et al. (2005), e desempenho similar em
regime permanente.
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7.1 Propostas para Continuagdo do Trabalho

Alguns pontos sdo sugeridos para continuacéo da pesquisa:

Passo nd&o-unitario: quando o PAP trabalha com passo
diferente do unitario, a projecdo de atualizacdo ocorre de
forma ndo ortogonal. Essa situagdo, embora ocasione uma
diminuicdo da velocidade convergéncia, é de grande interesse
em aplicacBes praticas visando garantir a estabilidade do
algoritmo;

Ambiente ndo-estaciondrio; uma caracteristica fundamental
do filtro adaptativo é sua capacidade de acompanhar
modificacGes estatisticas dos sinais de entrada. Neste sentido,
uma analise semelhante a realizada por Almeida (2004) faz-se
necessaria, para avaliar a capacidade de rastreamento do PAP;
Ordem e tamanho deficiente: aplicagGes praticas geralmente
apresentam restri¢des significativas em relagdo & capacidade
computacional disponivel. InformacBes sobre o desempenho
do PAP em situagcdes em que P é menor que a ordem do AR, e
N € inferior ao comprimento da resposta impulsiva da planta,
sdo de grande interesse para 0 projetista;

Estabilidade e robustez: assim como em Rupp (2011), os
resultados deste trabalho podem ser utilizados ndo apenas para
melhorar modelos teéricos previamente desenvolvidos, como
também para a analise de robustez e estabilidade;

Modelo estocastico para o APA: o equacionamento obtido
na Se¢do 3.4 e os resultados da Secdo 6.2 indicam a
possibilidade de extensdo no modelo de Almeida (2004), de
forma a possibilitar a modelagem do algoritmo APA
convencional;

Algoritmo APA de baixo custo computacional: assumindo a
invariancia no tempo da planta, o resultado obtido na Secédo
3.4 indica o desenvolvimento de um novo algoritmo de baixo
custo computacional, visto que a equacgdo (3.48) apresenta o
mesmo comportamento do APA, e 0 mesmo custo
computacional do PAP ap6s a primeira iteracéo.
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APENDICE A - ESTIMACAO DOS PARAMETROS DE UM
PROCESSO AUTOREGRESSIVO ATRAVES DE PREDITOR
LINEAR PELO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

O método dos minimos quadrados (também conhecido como
método de regressdo linear) para formulacdo de um problema de
estimacdo foi introduzido em 1821, pelo mateméatico alemdo Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), visando determinar a Orbita do asteroide
Ceres (MANOLAKIS; INGLE e KOGON, 2005, p. 395). A anélise
obtida nesse apéndice para a estimacdo dos parametros de um processo
autoregressivo através de um preditor linear guarda similaridade com a
estimacdo para o problema de filtragem em Manolakis; Ingle e Kogon
(2005, p. 395) e Haykin (1996, p. 506). Esta abordagem desempenha um
papel fundamental no mecanismo de atualizacdo dos coeficientes do
PAP, conforme Subsecdo 2.3.2.

ESTIMADOR DOS MINIMOS QUADRADOS LINEAR

A estimacdo dos minimos quadrados (EMQ, em inglés Least
Square Estimate - LSE) utiliza como critério de desempenho a
minimizagdo da soma dos quadrados dos desvios (erro de estimagdo) das
observag6es em relacdo ao modelo de regressdo, operando em blocos de
tamanho P. Considerando-se um vetor G(n) =[0(n) Q(n-1) ... 4(n-
N+1)]" e o preditor linear de (9.2.2) em Manolakis; Ingle e Kogon
(2005, p. 450),

p
G(n) =Zu(n—k)élk (n) (A1)
k=1
tem-se que P amostras de ((n), na forma vetorial, resulta em
((n) = U(n)a(n) (A2)

sendo que U(n) = [u(n-1) u(n-2) ... u(n-P)] é uma matriz composta de P
regressores  passados de dimensbes NxP e o vetor
a(n) = [ay(n) &x(n) ... ap(n)]", com dimensdes P x 1, é a estimacéo dos
minimos quadrados do vetor de coeficientes a. O vetor de erro de
predicdo é fornecido pela equacao:

¢(n) =u(n) - U(n)a(n) (A-3)

em que o vetor ¢(n) = [¢o(n) ¢u(n) ... dv1(n)]'. Farhang-Boroujeny cita
que para o problema de filtragem,
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[...] uma interpretagdo perspicaz para o
método dos minimos quadrados € sua
propriedade de ajuste de curva (curve-
fitting). Considere uma curva na qual os
pontos sdo as amostras da saida desejada do
filtro adaptativo. Dessa forma, amostras da
saida do filtro (dada uma sequéncia de
entrada) podem ser consideradas para formar
outra curva. O problema na escolha dos
parametros do filtro, de forma a encontrar o
melhor ajuste entre as duas curvas, se resume
ao método dos minimos quadrados, caso seja
definido que o melhor ajuste é o que
minimiza uma soma ponderada dos valores
quadréticos da diferenga entre as amostras da
curva. (FARHANG-BOROUJENY, 1999,
p.413, tradugdo nossa).

Dessa forma, o autor resume o procedimento do estimador dos
minimos quadrados para o problema de filtragem. De forma analoga, os
coeficientes do estimador para um processo AR podem ser obtidos
através da minimizacdo do somatério dos quadrados do erro de
predicdo, ou seja, a energia do sinal de erro, dada por

(M) =¢" (M(n). (A.4)
DERIVACAO GEOMETRICA DAS EQUAGOES NORMAIS

A minimizacdo da equacdo (A.4) em funcdo dos pardmetros a,
resulta nas equagGes normais. Essa abordagem é semelhante a
empregada na obtengdo das equagdes de Wiener-Hopf pelo critério do
estimador de minimo erro quadratico médio. A solucdo do problema de
estimacdo dos minimos quadrados (EMQ) para o problema de filtragem
é apresentada na Secéo 8.2.1 de Manolakis; Ingle e Kogon (2005).

Todavia, as equagBes normais podem ser obtidas através de
interpretacdo geométrica, como apresentado a seguir.

Considerando-se um espaco vetorial, como o espago de Hilbert,
formado por vetores com produto interno

(u;(n),u; () = uf (Mu; (n) (A.5)
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u(n); H0i) =)

wm-1)d

uf»-1)

u(n-2) ""‘1;[[;25

Figura 26 — Interpretacdo vetorial da estimacdo pelo EMQ para N=3 e M =2
(Baseada na figura 8.5 de (MANOLAKIS; INGLE e KOGON, 2005)).

sendo i e j, 0 i-6simo e 0 j-ésimo elemento de U(n), respectivamente, e
com tamanho,

il = (upu) =uly, (A-6)
o0 preditor linear de (A.2) gera um espaco vetorial N-dimensional e os P
vetores u(n-i) formam um subespaco gerado pelas colunas da matriz de
dados U(n).

Observa-se pela Figura 26 que o erro de estimacao entre u(n) e
a(n) é o vetor ¢(n), sendo ortogonal ao subespaco gerado pelas colunas
da matriz de dados U(n), quando ¢(n) for minimizado. Embora, qualquer
estimativa G(n) sempre esteja contida nesse subespaco, u(n) s6 estara
quando ¢(n) = Onxi-

O principio da ortogonalidade é empregado para se obter o
estimador dos minimos quadrados linear. Enquanto no caso geral do
filtro 6timo de Wiener, o principio é utilizado com sentido estocastico
de minimo erro quadratico médio, para 0 EMQ resulta em uma média
temporal baseada na covariancia (HAYKIN, 1996, p. 487). Dessa forma,
ele define que o k-ésimo componente do vetor de gradiente V&(n) é a
derivada da funcdo de custo em relacdo ao vetor de coeficientes ay,
resultando em

OB

em que k=1,...,M. Substituindo-se (A.4) na (A.7), tem-se que

(A7)
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V() = 2Z[¢(I)a¢ (')j (A8)

k
Diferenciando a equacdo do erro de estimacdo com relacdo a ax(n), tem-
se a expressdo:

90 __yn—k) (A9)
oa,
parak =1,...,P. Substituindo-se (A.9) em (A.8), obtém-se
V.&(n)= —ZZ(¢, (Hu(l —k)). (A.10)

Minimizando a funcdo de custo com relacdo ao vetor de
coeficientes a, é necessario que a seguinte condicgio seja satisfeita,
V&(n) =0p,, (A.11)
resultando em ortogonalidade vetorial, similar ao principio da
ortogonalidade obtida na solugdo de Wiener,
U™ (n)¢(n)=0,,. (A.12)
Assim, tem-se que o erro de estimacdo é ortogonal ao subespago gerado
pelos vetores coluna de U(n), quando operando na condi¢do dos
minimos quadrados, de acordo com a Figura 26.
Substituindo-se a equacdo (A.3) em (A.12), levaa
U™ (n)[u(n) —U(n)a(n)] =0,,, (A.13)
resultando nas equagdes normais para o estimador dos minimos
guadrados do vetor de coeficientes a, conforme expressao
U" (n)U(n)a(n) = U (n)u(n) (A.14)
Pré-multiplicando ambos os lados de (A.14) por [UT(n)U(n)]*, tem-se
que
&(n) =[U" (NUM)] U’ (n)u(n). (A.15)
Considerando o caso em que N # P, tem-se que [UT(n)U(n)]™ U'(n) ¢ a
Pseudo Inversa de Moore Penrose (OZEKI e UMEDA, 1984). A solugédo
das equagBes normais existe, e é Unica, se a matriz U'(n)U(n) for ndo
singular. Finalmente, aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo
retdngulo da Figura 26, tem-se a seguinte relacéo entre o preditor linear
a(n) e o vetor de erro ¢(n):

g ||q>(n)||2 (A.16)
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OPERADOR DE PROJECAO

A estimativa pelos minimos quadrados ((n) de u(n) pode ser
obtida através do operador de projecdo. Segundo Manolakis
(MANOLAKIS; INGLE e KOGON, 2005, p. 402), a estimativa dos
minimos quadrados de u(n) pode ser obtida através das equacdes (A.2) e
(A.15), resultando em

a(n) = U(n)a(n) =P, (nu(n) (A.17)
em que Py(n) é uma matriz N x N de projecdo no subespago gerado
pelas colunas de U(n), e definida pela expressdo

P, (M =UMm[U"(mUm] U () (A.18)

sendo simétrica e idempotente, ou seja,
P, (n) =R} (n) (A.19)
P3(n) =PRI (MR, (1) =R, (n). (A.20)

Dessa forma, o vetor de erro de estimacdo pelos minimos
guadrados pode ser expresso por

¢(n) =u(n) - Py (nu(n)
=(1y =P, (n)u(n) (A21)

=P (nu(n)
em que P,(n)=Iy—Py(n) é o operador de projecdo complementar
ortogonal ao subespaco gerado pelas colunas de U(n), e Iy é uma matriz
identidade de dimensdes N x N.

Esse erro na estimagdo de u(n) pode ser geometricamente
analisado através da Figura 26, onde constata-se que:

1. O vetor G(n) é obtido como uma combinacdo linear dos
vetores u(n-1), ..., u(n-N+1);

2. A diferenca ¢(n) =u(n)-G(n) é um vetor ortogonal ao
subespaco gerado por U(n);

3. O vetor O(n) tem a menor distancia Euclidiana em relacéo ao
vetor u(n).
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PROPRIEDADES DESTA ANALISE

Quatro propriedades importantes podem ser derivadas de Haykin
(1996, p. 502) e Manolakis; Ingle e Kogoon (2005, p. 403):

1.

O estimador dos minimos quadrados a(n) ndo é polarizado,
desde que o vetor de erro de medida ¢(n) tenha média zero, ou
seja, E{a(n)} = a;

Quando ¢(n) é branco e de média zero, a matriz de correlacdo
do vetor de erro ¢p(n) tem suas amostras descorrelacionadas,
com variéncia constante na diagonal dada por a,,le;

Quando o processo de erro de medida ¢(n) é branco e com
média zero, a estimativa dos minimos quadrados a(n) é o
melhor estimador linear ndo polarizado (BLUE);

Quando o processo de erro de medida é branco e Gaussiano,
com média zero, o estimador dos minimos quadrados &(n)
atinge o limite minimo de Cramér-Rao para estimativas néo
polarizadas;

Pela andlise de ortogonalidade vetorial similar ao principio da
ortogonalidade, ndo hé informacéo de ¢(n) contida em U(n).

As demonstragdes sdo similares as obtidas nas referéncias citadas
para o problema de filtragem.
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APENDICE B — MATRIZ DE CORRELAGAO R;(n)

Este apéndice trata da determinacdo analitica da matriz de
correlagdo cruzada R 4(n), definida em (4.7) como:
R,s(n) 2 E{¢(Ma" (MQ(-n+DU" (n)}.
Definindo-se uma matriz deterministica de dimensdes N x N,
r(n) £ $(ma’" (Q(-n+1)U" (n) (B.1)
e substituindo-se ¢p(n)=u(n)-U(n)a(n), tem-se
r'(n) =u(n)a’ (NQ(-n+1)U" (n)
—Umama’ (n)Q(-n+1uU’ (n).
Desprezando-se as flutuagGes de a(n) em relagdo ao vetor de

coeficientes a, conforme hipGtese H7, a equagdo (B.2) pode ser
aproximada por:

(B.2)

I'(n)=u(n)a’' Q(-n+1)U" (n)

—U(n)aa' Q(-n+1)U ().
Simulacdes estatisticas extensivamente realizadas corroboram a validade
da aproximacdo apresentada em (B.3). Uma equacdo deterministica e
conformavel (ZWILLINGER, 2003) pode ser obtida para a matriz
R(n) equacionando-se os elementos da matriz I'(n),

(B.3)

7 (n)=u(n- I)Zplaju_l(—n + ju(n—j-c+1)
= (B.4)

—ZP:u(n —i-I +1)aiZP:ajufl(—n + juin-—j-c+1

emquel=1,...,Néoindicedelinhaec=1,...,Néoindice de coluna, e
e u.1(k) € uma funcdo degrau unitério (1 se k>0 e 0 para outros valores
de k). Tomando-se o valor esperado de (B.4) obtém-se a equacdo para
cada elemento da matriz R4(n), dada por:

lago(N) =E {u(n - I)Zp;ajul(—n +ju(n-j-c +1)}

A ] (B.5)
- E{Zu(n—i—l +1)a, Y au, (-n+ ju(n-j —c+1)}.

i=1 j=1
Considerando-se que os termos de u_;(-n+j) e de a sdo deterministicos,
chega-se a
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P
Mo (D) = Z E{u(n—NDu(n—j-c)}au(-n+j)
P P - (B.6)
= > E{u(n—i-hu(n-j-c)jaau,(-n+ j).
i=1 j=1

Os valores esperados em (B.6) sdo obtidos da matriz de correlacdo de
dimensdes (N+P) x (N+P) do sinal de entrada, ou seja,

Fu@p) = E{U(n—a)u(n—b)}. (B.7)
Assim, (B.6) resulta em

P

ryﬁu(l c) (n) Z uu(l j+C) —1(_n + J)
j=1
P

p
_eruu i+, j+c) a'aju—l(_n + J)
i=1 j=1

A equacdo (B.8) apresenta comportamento variante no tempo. A
expressao deterministica para a funcdo de correlacdo de um sinal real
autoregressivo em fungdo dos coeficientes do modelo e da poténcia da
inovagdo é apresentada no Anexo D.

(B.8)
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APENDICE C — MATRIZ DE CORRELAGAO R;(n)

Este apéndice apresenta a derivacdo de uma equacao
deterministica para a matriz R;(n), definida em (5.33) como:

Ry (M) 2 E{UM)Q" (-n+1an)a’ (nQ(-n+1U" (n)}.
Baseado no mesmo procedimento descrito no Apéndice B,

obtém-se a descricdo deterministica para essa matriz. Inicialmente,
define-se uma matriz deterministica de dimensdes N x N,

Q(n) =2 U(N)Q" (-n+Da(n)a" (N)Q(—n+1)U" (n). (C.1)

Desprezando-se as flutuagfes de &(n) em relagdo ao vetor de

coeficientes a, conforme hip6tese H7, a equagdo (C.1) pode ser
aproximada por:

Q(n) = U(n)Q" (-n+1)aa" Q(-n+1)U" (n). (C.2)
Uma equacdo deterministica e conformavel (ZWILLINGER,

2003) pode ser obtida para a matriz R;(n) através dos elementos da
matriz Q(n),

o C(n) = Zplu(n —i—1+Du,(—n+ i)aiZP:aju_l(—n + ju(n-j—c+1

j=1

P P
= u(n—i—Nu(n-j-claau,(-n+iju_ (-n+j)
i=1 j=1
(C.3)
sendoquel=1,...,Nec=1,...,N representam os indices de cada linha e
coluna da matriz, respectivamente. Tomando-se o valor esperado (C.3),

resulta em
P P

a0 (n)= zzruu(i+l,j+c)aiaj A, (-n+i)g,(-=n+ j) (C.4)

i=1 j=1
em que ryy@p) € definido em (B.7),
Fuan) 2 E{u(n-a)u(n-b)}.

No Anexo D ¢ apresentada uma expressao deterministica para a
funcdo de correlagdo de um sinal real autoregressivo.
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ANEXO A — INTERPRETAGAO GEOMETRICA DO APA

Neste anexo é apresentada a interpretacdo geométrica do APA
derivada em (ALMEIDA, 2004, p. 38) com base em (OZEKI e
UMEDA, 1984). Com o objetivo de tornar a explana¢do mais clara,
eshoga-se primeiro o algoritmo NLMS que, como ja foi visto, € um caso
particular do algoritmo APA utilizando-se apenas um vetor de dados de
entrada, conforme mostra a equacgéo (2.39).

Na Figura 27 apresenta-se uma interpretacdo geométrica do
comportamento de atualizacdo do vetor de coeficientes w(n) no
algoritmo NLMS, mostrando seu tragado até atingir o valor 6timo w®.

J,“{Vu_ i,u{ )
xf" y 8 wa1)
u(n 9
< u(a-1)
0 win) 4
e/

Figura 27 — Interpretacdo geométrica do algoritmo NLMS (Figura 2.2 de
(ALMEIDA, 2004)).

O conjunto definido por y(n) representa o conjunto de todos os
vetores de coeficientes que produzem a saida y(n) igual a d(n) na
topologia de estimagdo linear da Figura 4.b para todos os vetores de
entrada u(n), os quais formam um hiperplano no espaco Euclidiano N-
dimensional (OZEKI e UMEDA, 1984). Note que o vetor 6timo w°
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pertence necessariamente a esse hiperplano. Da mesma forma, w°
pertencerd a todos os hiperplanos y(n-k) associados a cada vetor de
entrada u(n-k). Assim, w° pertence a interseccdo de todos os hiperplanos
y(n-k), k. Formalmente, o hiperplano y(n) é definido por

Y(n-k)={w;weR" u" (n-K)w=d(n-k)}. (D.1)
A equacdo de atualizacdo de w(n) para passo unitério é dada por:
w(n+1) =w(n) + Aw(n) (D.2)

em que Aw(n) é funcdo da entrada u(n), e saidas d(n) e y(n). Assim,
Aw(n) = f (u(n),...,u(n —-M +1),d(n),...,d(n—M +1),

y(n),...y(n—M +1))

Como apresentado mediante ilustragdo na Figura 27, o algoritmo
NLMS ajusta o vetor de coeficientes w(n) adicionando um fator de
correcdo Aw(n). Como o ajuste de w(n) ¢é feito de forma a minimizar a
norma de Aw(n), a dire¢do de Aw(n) deve ser ortogonal ao subespago
w(n) e y(n-1), o dngulo & da Figura 27. Isto permite observar que, dado
o vetor w(n), a velocidade de convergéncia estara diminuindo quando o
angulo @ aproximar-se de 0 ou = radianos, contrario ao caso de quando
6 aproximar-se de (w/2) ou (3n/2) radianos. Através da Figura 27,
verifica-se ainda que

w(n+1)—w(n)=w(n) —w’ | cosé. (D.4)

Assim, uma redugao do ngulo € leva a uma maior distancia entre
w(n+1) e w® para o mesmo valor de diferenca entre w(n) e w°. A
situacdo & mostrada graficamente de perfil na Figura 28. Assim, a
velocidade de convergéncia do algoritmo tende a aumentar quando o
angulo entre y(n) e y(n-1) se aproxima de (n/2) ou (3n/2) radianos.

Outro ponto importante é a relacdo entre o angulo 8 e o angulo
entre u(n-1) e u(n). Pela definicdo do hiperplano y(n) em (D.1), y(n-1)
é caracterizado pela expressdo u'(n-1)w(n) = dy(n) e w(n) pela expressao
u'(nw(n+1) =d(n). Assim w(n-1) é o subespaco formado npelas
extremidades de todos os vetores em RN cuja projecdo ortogonal em
u(n-1) é igual ao mesmo valor d;(n). Assim, u(n-1) é perpendicular a
y(n-1). Da mesma forma, u(n) é perpendicular a y(n). Logo o angulo 4
entre y(n) e y(n-1) é também o angulo entre u(n) e u(n-1).

(D.3)
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Figura 28 — Interpretacdo geométrica do novo algoritmo (Figura 2.3 de
(ALMEIDA, 2004))

Este fendmeno é resultado da direcdo de ajuste do vetor de
coeficientes ser funcdo da diregdo imposta pelo vetor de entrada u(n).
Para melhorar a situagdo, a direcdo de modificacdo do vetor de
coeficientes precisa ser reconsiderada.

Baseado na Figura 27 fica evidente que para manter a velocidade
de convergéncia independente do angulo entre u(n) e u(n-1), a linha que
vai de w(n) para w(n+1) deve ser tracada diretamente de w(n) para
w(n) ny(n-1) conforme a ilustracio da Figura 28 e ndo
perpendicularmente a y(n) como na Figura 27.
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ANEXO B —- DETERMINAGCAO PARA E{y:y,y'sys}

A seguinte derivacdo é baseada no Anexo 4 de Costa (2001) e
resulta na fatoracdo de E{y.y,y;'y.} em termos de valores esperados de
no maximo duas varidveis aleatdrias. Supfe-se que y; € y; Sejam
variaveis aleatérias escalares e y, e ys; sejam vetores de varidveis
aleat6rias Gaussianas de média zero (y; = [ Vi1 Yiz ... yin 1’ parai =2,3).

Arbitrando-se uma matriz B como

EESAANA (E.1)
e expressando-se (E.1) sob a forma escalar (ZWILLINGER, 1996), tem-
se que
b = Y1YaiYs; Vs (E.2)
sendo que i representa a i-ésima linha e j a j-ésima coluna da matriz
guadrada B. Tomando-se o valor esperado de (E.2), tem-se que

E{b ) =E{ViYaVs;Val- (E3)

O teorema de fatoracdo de variaveis Gaussianas (HAYKIN,
1996) estabelece a seguinte relacdo de valores esperados para variaveis
reais Gaussianas:
E {X1X2X3X4} =E {X1X2} E{xX,}+E {X1X3} E {X2X4} (E.4)
+E{xX, } E{X,%;}.

Substituindo (E.4) em (E.3) e rearranjando os termos resultantes,
resulta em

E{b;} = E{ViYa } E{Va;Vaf+E{¥Ya;  E{VoiVa}

(E.5)
+E{Y.Ya  E{Ya Y5}
Voltando a forma original, tem-se que
E{yYoYsYe ) =E{%yo E{VsVe| +E{Y,Y} E{vys ) -

+E{y, Y. E{yyi )



147

ANEXO C — DETERMINACAO PARA E{y.1y, W:iW,'ysys'}

A seguinte derivacdo é baseada no Anexo 3 de Costa (2001) e
resulta na fatoracdo de E{y.y,'wiw,'ysy.'} em termos de valores
esperados de no maximo duas variaveis aleatorias.

Considerando-se a independéncia entre os vetores y e w, e
supondo que Y1, Y2, Y3 € Y4 Sejam vetores de varidveis aleatorias reais,
conjuntamente Gaussianas de média zero, e ainda que w; e w, sao
vetores de elementos reais constantes, é possivel atribuir uma nova
matriz C que represente a operacdo entre estas variaveis, ou seja,

C=Y,Y3WW; Y5y, (F.2)
sendo possivel expandir os elementos da matriz como

{Cij} = 2%()’1}/; )“ (WlW; )l,p (y3y‘T‘ )p,j

NN
= ZZ Y1i Yo Wi Wa, 0 Y3 5 Y, j
=)

= p:]_

(F.2)

em que i representa a i-ésima linha e j a j-ésima coluna da matriz C de
tamanho N x N.

Tomando-se o valor esperado de (F.2), reagrupando os elementos
escalares com base na suposicdo de independéncia entre estas varidveis,

tem-se que
E {cij } =

ZE{yl,iyZ,lys,py4,j}E{Wl,IW2,p}' (F.3)

N
=1 p=1

Desta forma, o primeiro valor esperado do lado direito da
equacao (F.3) pode ser simplificado através do teorema da fatoracdo dos
momentos Gaussianos (HAYKIN, 2002, p. 69), onde para um conjunto
de variaveis reais Gaussianas, tem-se que

E {xlx;x3x1 } =E {xlx; } E {xsxf1 } +E {xlxg } E {xzxf,}

+E{xX JE{x,x] }. F4)
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Substituindo a equacéo (F.4) em (F.3), tem-se que

E{Cij} - iiE{ylyiyzvl}WlJW?’PE{y&py“'i}

1=1 p=1

+ZN:ZN:E{le y3,p}W2,pW1,|E{y2,| y4,j} (F.5)

1=1 p=1

N N
+E{yyY.;}E {Z Yo W D ys,pvvz,p}
1=1 p=1

ou na forma matricial

C}=Elyy; jww;E{y,yi}
+E{yys W W E{y,y} ) (F.6)
FE{Y,YL fWIE{y,y5 | w,.
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ANEXO D - AVALIACAO DA FUNCAO DE CORRELACAO DE
UM SINAL AUTOREGRESSIVO

Segue a reproducdo modificada das se¢Bes de introdugdo e
desenvolvimento do relatério técnico de Costa (2011) apud (NICOLAU,
2010).

INTRODUCAO

Este relatério tem como objetivo determinar de forma tedrica a
funcdo de correlacdo de um sinal autoregressivo. O desenvolvimento
aqui apresentado baseia-se em (NICOLAU, 2010).

DESENVOLVIMENTO
Um sinal autoregressivo é definido como:

x(n)=ZP:a1.x(n—i)+17(n). (G.1)
Multiplicando-se amboslztlns lados da equacdo (G.1) por x(n-I)
x(Mx(n=1= ZP:aix(n —i)x(n=1)+n(n)x(n-1). (G.2)
Tomando-se o valor esperaalo de (G.2),
rxx(l)ziairxx(l—i)wtrnx(l) (G.3)

onde ry(1) = E{x(m)x(n-D} e rx(l) = E{n(n)x(n-)}
A partir de (G.3) obtém-se 0 seguinte conjunto de equacdes:

N (0)=83T (=1)+,T (—2) 830 (=3). . +8p 1T (~P+1)+ap T (=P)+T,,(0)
N (D) =841 (0)+a50 (—1)+a50, (—2)+. . +8p gy (—P+2)+aphy (—P+1)+1,, (1)
N (2)=ay g (D480 (0)+830 (~1)+.. +8p_yfy (—P+3)+apry (—P+2)+r,,(2)
N (3) =8yl (2)+a5hy (1) +agh (0)+.. +8p gl (—P+4)+ap Ty (—P+3)+1,,(3)

Fix (P):alrxx (P_l)+a2rxx (P_2)+' ~tap_1hx (1)+aprxx (0)+r;7x (P)
o (P+D)=ayr,, (P)+a,r,, (P-1)+...+ap_1r, (2)+apr,, (1)+r,7X(P+1)

ro (L-D)=ar,, (L-2)+a,r,, (L-3)+asr, (L-4)+.. +ap rXX(L—P+1)+r,7X(L—1)
r (L)=ayr, (L-1)+a,r, (L-2)+ash,, (L-3)+...+ap rXX(L—P)+r,,X (L)
(G.4)
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em que L é o comprimento desejado da funcéo de correlagéo.
O conjunto de equacdes apresentado em (G.4) pode ser agrupado
matricialmente da seguinte forma:

f(=L)
0 a .. a a 0 .. 1 ry (-P-1)
N (O) 0 ap a, a 0 % (7P) rr]x (O)
fu(2) " fu (1)
: 0 a a, a 0 .. r.(-1)

r.(P) |= 0 a a, a O r.(0) |+| r.(P)
r(P+1) 0 a a, a 0 (1) r,(P+1)
re (L) 0 a .. a a 0 0f r(P) ry (L)

L 0 a .. a a 0] r(P+1)

[ (L) ]
(G.5)

Sabendo-se que para sinais reais ry(l) = ry(-1) entdo (G.5) torna-se:

[ r,0) ] [0 a a, a, a, a 8 .. a 0 .. 0] r(0) ][ r.(0) ]
r (1) a a, a, a, a; a .. a 0 0 .. 0 r, (1) r, (1)
1. (2) a, (a+a) a, ag a .. a 0 0 0 .. 0f (2 r.(2)
r.(3) a, (a,+a,) (a+as) ag . 8% 0 0 0 0 .. 0| r(( r,.(3)

1 (4) a, (a,+a) (a,+a) (a+a) ... 0 0 0 0 0 .. 0| r.(4 r,(4)
rXX(P) - aP aP 1 aP 2 aP 3 aP 4 aP 5 aP 6 al 0 N 0 rXX(P) B rﬂx (P)
. (P+1) 0 & 8 8, @y 8, A ... & 0 e (P+1) | |1, (P+1)

: 0 0 a, ., 8, Ay 8, .. a 0 .. 0 : :
r,(L-2) r(L=2)| |1, (L-2)
r,(L-1) 0 0 0 a .. a a a a a a|r(L-1)] |r,(L-1)
L rxx(L) 4 _0 0 a a5 & a 8 & @ 0_7 rxx(L) 1 L rr]x(L) 1

(G.6)

A equacdo (G.6) pode ser representada por
Mo =¥ Ty +1 (G.7)

Os elementos da matriz ¥ podem ser calculados através do
seguinte algoritmo:

Seja um vetor vy de tamanho 2L+1 e indices associados,
conforme a Figura 28a, preenche-se inicialmente o vetor com o0s
coeficientes do modelo AR nos respectivos indices do vetor. Os demais
elementos sdo nulos. Defina-se ainda o vetor v; dado pelo vetor original
Vo cujo contelido é sujeito a um deslocamento de i posicdes para a
esquerda com insercdo de zeros a direita (Figuras 1b e 1c).



151

Os elementos de cada Iinha da matriz ¥ sdo definidos pelo vetor linha:

=V (Vi V) (Vo Hvy) (VaHvg) e (Vv
(G.8)
onde i relaciona-se a linha da matriz .

[0 T..Jc Jo Jo Jo Jo Jo Jar Jax [.. Jae Jo [.. Jo |
-L -5 -4 -3 -2 -1 (1] 1 2 3 4 5 L
(a)vo
[N P O O O 0 9 2 O S I
-L -5 -4 -3 -2 -1 (1] 1 2 3 4 5 L
(b)v1
[ [=1o [0 [0 [0 [a [@]- [= [0 [ [0 [or]eq]
-L -5 -4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4 5 L
(e)ve

Figura 29 — Vetor base (a) e deslocados (b e c) do algoritmo para determinacéao
dos elementos da matriz V.

Em decorréncia da caracteristica de ruido branco, o vetor ry, € dado por:
re=[c? 0 ... 0] (G.9)

onde c,,2 é a poténcia da inovagdo do processo AR.
Conhecidos ‘P e ry, obtém-se r,, da seguinte forma:

o =[1 = %] ' e (G.10)
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ANEXO E - INFERENCIA ESTATTSTICA~SOBRE A
VARIANCIA DE UMA POPULACAO

Este anexo apresenta um procedimento para definir o tamanho de
uma amostra de forma a inferir a variancia populacional e o intervalo de
confianca, através de teste de hipdteses. Considera-se amostra um
conjunto de R elementos da populagdo de uma varidvel Gaussiana.

Conceitualmente, uma hip6tese é uma afirmacédo acerca de um ou
mais parametros 6 da distribuicdo de probabilidades de uma variavel
aleatoria, portanto, ndo deve ser aplicada a uma amostra. Assim, um
valor constante 6, é utilizado para determinar a condicdo de teste para o
caso de uma Unica variavel populacional. O conjunto de testes em (H.1)
contém a hipdtese nula H,, que desejamos testar, e a hipdtese
alternativa bilateral Hy, que corresponde a rejei¢do da hipétese nula.

H,:0=6
0 ° (H.1)
H :0+06,.

Um teste hipotético alternativo unilateral pode ser obtido através
de Hj, considerando apenas valores maiores ou menores que 6, O
procedimento consiste em aplicar uma estatistica de teste em uma
amostra aleatdria, de forma a tomar uma decisdo em relacdo a hipétese
nula (MONTGOMERY e RUNGER, 1999, p. 140). Dessa forma, duas
regibes sao definidas com base na estimativa do parametro considerando
a distribuicdo empregada no teste: a regido de aceitacdo, onde
parametros estimados contidos nela suportam a hipétese nula, e a regiéo
de rejeicao que rejeita Ho. Os limiares dessas regiGes sdo denominados
de valores criticos. Na Figura 30.a, a area branca € a regido de aceitacéo
e a area sombreada é a regido de rejeicéo.

A rejeicdo de Hp quando a estimativa amostral do pardmetro esta
contida na regido critica, mas o parametro é valido, é denominado de
erro de tipo I, enquanto que o tipo Il é a falha em rejeitar a hipotese nula
guando a estimativa amostral esta contida na regido de aceitagdo, sendo
H, falsa. Os simbolos o e g correspondem a probabilidade de cada erro,
respectivamente. Trés pontos importantes sdo definidos:

1.0 tamanho da regido critica e,
consequentemente, a probabilidade do erro
tipo I, «, sempre pode ser reduzido através
da selecdo apropriada dos valores criticos;

2.0s erros tipo | e tipo 1l estdo relacionados.
Uma diminui¢do na probabilidade de um
tipo de erro sempre resulta em um aumento
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na probabilidade do outro, desde que o
tamanho da amostra R ndo varie;

3.Um aumento no tamanho da amostra
geralmente reduzira o e S, desde que 0s
valores criticos sejam mantidos constantes.
(MONTGOMERY e RUNGER, 1999, p.
146)

O ajuste dos valores criticos é realizado através do controle da
probabilidade «, controlando dessa forma a probabilidade de rejeitar
erroneamente Hy. O pardmetro £ depende do tamanho da amostra e da
extensdo onde H, é falsa, ou seja, a falha em rejeitar Hy. 1sso néo
significa necessariamente que hd uma alta probabilidade de que a
hipotese nula seja verdadeira, mas que talvez seja necessario um maior
nimero de elementos da amostra.

Trés parametros podem ser extraidos da inferéncia de um
estimador ndo-tendencioso: (a) média com varidncia conhecida
(avaliagdo baseada na distribuicdo Gaussiana), (b) média com variancia
desconhecida (avaliagdo baseada na distribuicdo t-student) e (c)
variancia desconhecida (avaliagdo baseada na distribuicdo qui-
guadrada). Esta analise, para o valor quadratico, se baseia no item (c).

O estimador néo tendencioso da variancia amostral s* de ¢* da
populacéo x é expresso por (PAPOULIS e PILLALI, 2002, p. 307)

R
2

s -x)’ (H.2)

A

sendo que x; é i-ésima amostra e X a sua média. Deseja-se testar o
seguinte conjunto de hip6teses, conforme (H.1),

{HO ot =00
. 2 2
H, o #0;.
Considerando que a varidvel é Gaussiana, tem-se que para um
conjunto de R elementos da amostra, a distribuicdo da estatistica de teste

¢ dada por uma distribui¢do qui-quadrada com R-1 graus de liberdade,
denotada por XZR_l,

(H.3)

R —1)s?
Zzz( 2) _
(o2

Conforme R—o, a distribui¢do tende a uma Gaussiana, e o parametro
estimado & ¢°. A Figura 30.a apresenta a curva de uma distribuicio qui-

(H.4)
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quadrada para um dado valor de R-1 graus de liberdade. A area
sombreada corresponde a probabilidade o e 0s pontos percentuais
superior y2usp1 © inferior x’1..ors da distribuicdo representam os
valores criticos citados anteriormente, sendo obtidos através de uma
tabela, como a Tabela 7.

flx) Fl)

- i 0.05 — 0.05

0 Xfes 10 X805, 10
=394 =18.31
{a) (3]

Figura 30 — Pontos percentuais superior e inferior da distribuicdo qui-quadrada.

0 Xk x

O intervalo de confianca, desenvolvido inicialmente por Jerzy
Neyman (1894-1981) em 1937, é definido em (MONTGOMERY e
RUNGER, 1999, p. 163) como a probabilidade,

P[Zi/z,R—l <x'< le-a/z,R_l:I :(1_0‘) (H.5)
sendo que (1-a) é o coeficiente de confianga e o é o percentual de
confianca (erro de tipo I). Na area de probabilidade frequencista, o
intervalo de confianca é uma medida que expressa 0 grau de incerteza
associado a uma estimativa. Quanto mais proximo (1-a) estiver do valor
unitario, reduz-se a area sombreada na Figura 30 e, portanto, é mais
provavel que as estimativas de 6 estejam contidos na area ndo
sombreada (regido de aceitacdo). Ressalta-se que o IC difere do
intervalo de tolerancia, o qual pode ser visto como uma concessao para
imperfeicdes nas medidas de uma dada variavel.

Em (MONTGOMERY e RUNGER, 1999, p. 140), cita-se que
“intervalos de confianga estdo intimamente relacionados a uma outra
técnica estatistica de tomada de decisdo, chamada de teste de hipoteses”,
pois podem ser tomadas com base na faixa de valores do intervalo de
confianga. Assim, substituindo-se (H.4) em (H.5), tem-se que

R-1)s?
P{Z;/Z,Rl <%<112a/231}:(1_a)' (H.6)

Tabela 7- Pontos percentuais da distribui¢do qui-quadrada.
2 2

a X of2,499 X 1-042,499
99% 0,01 584,1 4214
95% 0,05 562,8 439
90% 0,10 552,1 4482
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Dessa forma, o intervalo de confianca de 100(1- «)% para o* é

2 2
(R; Ys <cr2<(R2 bs . (H.7)
X-al2,R-1 Xai2,r4
O valor médio da diferenca entre esses dois limites corresponde
ao IC. Em escala logaritmica, o IC relativo (ICr) é funcdo dos pontos

percentuais da distribuicdo qui-quadrada,

1\e2 1)e2
IC, =10/ Z[Iog10 (Rz—l)s —log,, (Rz—l)S:I

Xai2,r1 Xiai2r1

2
:5|Oglo( Zza/Z,Rfl J
X1iai2,r1

A probabilidade de erro tipo Il, ou a poténcia (1-f), pode ser
utilizada para determinar a quantidade de elementos da amostra
necessaria para detectar um particular valor de ¢, que difere do valor

hipotético .2, sendo medido pela razio 4,

2
O

Oy

Portanto, a poténcia é uma medida de sensibilidade em um teste
estatistico, ou seja, da capacidade em detectar diferencas nos parametros
(MONTGOMERY e RUNGER, 1999, p. 146). Graficos de curvas
caracteristicas operacionais sdo usados para determinar o valor de g
(erro tipo 1) em funcdo de R, 1 e a. A equacdo que relaciona esses
valores é dificil de ser encontrada. Uma andlise aproximada, baseada nas
equacbes para a média como figura de mérito, é expressa por

(H.8)

_ .2 2
ﬂ - Z[l/ﬂ'z](/ia/ZRflvR_l Z[l/lz](ﬂg/z,ﬁflvR—l (Hlo)

sendo que ¢ é a distribuic&o inversa da qui-quadrada. O comportamento
de g para diferentes valores de R e A é apresentado numericamente na
Figura 31 para « = 0,01 e na Figura 32 para a =0,05. Esses graficos
obtidos pela equacdo (H.10) sdo aproximacgdes dos obtidos em VL.i e
VL1.j de (MONTGOMERY e RUNGER, 1999, p. 410).

Observa-se através dessas figuras que conforme o valor de 1 se
aproxima do valor unitario, menor a poténcia do teste para um
determinado valor de R. Isso é esperado, pois ndo hd margem para
variacdo (pouca sensibilidade). Por outro lado, quanto maior o valor de
R, para um dado valor de o e A, menor 0 # e consequentemente maior a
poténcia do teste. Claramente, quanto maior o tamanho da amostra, mais
sensivel ele é para detectar a diferenca entre o° e o,°, Ou Seja, rejeitar
corretamente uma hipdtese nula falsa.
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Dessa forma, o procedimento para obter o tamanho da amostra
para um teste estatistico, consiste em encontrar R utilizando as curvas
caracteristicas de (H.10) através de algum algoritmo de otimizacéo,
sendo funcdo de 4, o e (1-5). A equacdo (H.8) determina o intervalo de
confianca através de R e «, e pode ser usado para reduzir a incerteza do
teste. Quanto menor « e S, € mais proximo do valor unitario for A, maior
0 nimero de promediagGes e menor o IC.

Probabilidade de aceitagdo de HO

1

0.6

0.6

04

0.z

Probabilidade de aceitagio de HO

0 0.5 1 1.5 Z 2.5 3 3.9 4

Figura 32 — Curvas Caracteristicas Operacionais para o = 0,05.
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